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D ”整数 的 整除 性 


$ 1. 因数 和 倍数 


我 们 把 1,2, 3,4, ,nz,……* 这 些 数 叫做 正 整 数 ， 又 出 
KEAR. Hh 1,3,5,7, :… 电 做 奇数 ; 2, 4, 6, 8。- -有 0 
做 偶数 .在 正 整 数 范围 内 ,很 明显 ， 

正 整数 十 正 整 数 = 正 整数 ; 
正 整 数 x EER = FEX. 
但 是 由 正 整 数 减 去 正 整 数 ,得 到 的 可 能 是 正 整 数 , 也 可 能 不 是 
EER. 
—1, —2, —3, —4, +., —n, 。。。， 
这 些 数 甩 做 负 整 数 ， 而 正 整 数 和 负 整 数 再 加 上 零 。 就 统一 叫 
做 整数 。 
在 整数 范围 内 ,我们 有 
整数 十 整数 一 整数 ; 
整数 一 整数 = 整数 ; 
整数 x 整数 一 整数 . 
但 是 整数 除 整 数 不 一 定 得 整数 ， 究 竟 什 么 样 的 整数 除 什 么 样 
的 整数 才能 得 整数 呢 ? 研究 这 个 问题 , 就 是 研究 整数 的 整除 
性 。 
以 后 ,如 条 没 有 特别 声明 ,我们 将 用 
a, b, c, d, `` ° 
等 英文 字母 表示 整数 。 当 几 个 字母 写 在 一 起 时 , 表示 将 这 几 
个 字母 相 葬 起 来 。 例 如 
ab =a X b, abc == a X Ó X c, 


abcd = a X b X c X d 
等 ， 但 注意 数目 字 写 在 一 起 时 不 表示 相 乘 ,例如 55 不 是 5 x 
5 而 是 五 十 五 234 不 是 2 X 3 X 4 而 是 二 百 三 十 四 。 而 当 
数目 字 和 字母 写 在 一 起 时 , 则 表示 这 个 数目 宇和 字母 相 乘 . 例 
ZH 2a = 2 X a, 15a = 15 X a, 99abc = 99 X a X P X c, 
1234abcd = 1234 X aa X ÓP X c X d. 

我 们 还 使 用 记号 《一 4a) 来 表示 —a, 好 (一 a) = —a, X 
有 (一人) (—b) = (—a) X (b), (—a)b = (—a) X b, 
al—b) = a X (—b). 

定义 1 ia, b 是 整数 ,5 = 0。 如 果 有 一 个 整数 c, Ë 
使得 a = bc, Pija IUR b 的 倍数 ，5b Biik a 的 因数 。 我 们 有 
时 膏 , 5 能 整除 4 或 4 能 被 &z 整除 ;也 有 时 说 ,。b 能 除 尽 a, 或 
a B gk b RIS. 

如 果 “ 能 整除 a, 我 们 就 用 bla 这 个 符号 来 表示 它 ,例如 
2|4, 3|6. 由 于 一 30 = 6 x (—5), 20 = (—5) x (—4), 
所 以 6|(—30), (—5)120. 

如果“ 不 能 整除 <， 我 们 就 写作 bta, Plin 243, 348, 
(—3)15, (—5)+12. 

WMR e 是 一 个 整数 ，a == 0, 而 区 是 一 个 正 整 数 , 则 由 于 
0 =a X 0, ma = a X m, —ma = a X (—m), PEL O, ma 
和 一 ma 都 是 2 的 倍数 。 妈 

0. a, 2a, 3a, 4a, `° ° 
都 是 4 的 倍数 ,而 
一 0， 一 204， —3a, — 4a, ° *° 
也 都 是 2 的 倍数 ， 我 们 使 用 记号 Ja) 来 表示 
l| 二 [> a a > 0; 
a >ú a < 0. 
我 们 把 la| 叫做 a 的 绝对 值 , 例如 12| = |—2| = 2, |5| = 
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|—5] = 5. 

引 理 1 如 果 a, 8 是 二 个 整数 而 z14、 则 

(—a)|2, a|(—05), (—a)|C(—5), lalllë1. 

WE AX alb, 所 以 由 定义 1 有 一 个 整数 c, 它 使 得 6 一 
ae, WS: 

b = (—a)X—ce), —b = alc) 一 《一 4)c， 
ló|= fac] = l|allcl. 

HF a, b, c, —a, —b, —ec, jal, Hbl 和 |c| 都 是 整数 ,所 
以 有 

《一 2)12， a| —05), (~—a)lC—2), lalll5]1. 

引 理 2 ”如果 a, b, c 都 是 整数 而 a|5, ble, WA ale, 

证 NX alb, 所 以 由 定义 1 有 一 个 整数 d, 它 使 得 2 = 
ad, LHF ble, 所 以 有 一 个 整数 e 它 使 得 c = be. H c = 
pe 和 2 一 ad 有 ec 一 ade。 由 于 4 和 *。 和 都 是 整数 , 所 以 de 也 
是 整数 。 由 定义 1 和 < 一 ade 有 alc. 

引 理 3 如 果 a, b 都 是 整数 而 lal < lj, 1ë6l]llal, W 
有 

a = 0. > 

证 因为 12 上 al， 所 以 由 定义 1 工 有 一 个 整数 c, 它 使 得 
lal = |5|c. 如 有 果 lal = 0, 则 有 a = 二 0。 如 果 al > 0, Hi 
由 0 一 jcj < |b] 7A laj = |blc 有 cc 之 0。 如 果 c >o, N 
由 于 “ 是 整数 而 有 cc 宇 1. Hilal = |bje t e > 18 | al|2 
||, RM la] < |b] 发 生 了 矛盾 ,所 以 有 c= 二 0。 由 c= 二 0 和 
lal 一 |2lc 有 wo 一 0. 

引 理 4 WF a, b 是 二 个 整数 ,6 = 0, 则 一 定 有 并 且 只 
有 二 个 整数 4, r, 可 使 

a= bq tr, Sra jkl 
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证 Aanb > 0, HJ p 的 倍数 当 从 负数 到 正 数 ,由 小 到 大 
列 出 时 是 

..., —4b, —3b, —25, —b, D, b, 25, 35, 4b, ` `° 
WR b < 0, 则 2 的 倍数 当 从 负数 到 正 数 ,由 小 到 大 列 出 时 是 

..., 4b, 3b, 2b, b, 0, —b, —25, —3b, —45- ° < 
现在 有 两 种 可 能 : 

(1) 存在 有 一 个 整数 q, 使 得 a = 24: 故 > 一 0。 本 5 引 理 
成 立 . | 

(2) 3, > 0 时 , 存在 有 一 个 整数 q, 使 得 gb < a < (q 
+ 1)5。 IF12342 < 0 FJ, #£#ES--4 32 q, 使 得 gb < a < 
(q — 1)b. É a = bq + r, HI 0 < + < |¿|. 

现在 要 来 证 明 只 有 唯一 的 这 样 一 对 q, r, 使 得 a = bq + 
r0 Sr < ji] 成 并 ,假设 还 有 另外 一 对 gi r, 可 使 

a=b trs 0=< r, < || 
成 立 ,; 那 么 将 上 而 的 二 个 关系 式 相 减 ,得 
0 = ¿Çq — q + (r — r), 

也 就 是 —b(q 一 q.) = r — z, 所 以 由 定义 上 有 p| (r — r), 
再 根据 引 理 i 得 || | |7 一 ril. 因为 0 < r < èj, 0 =< +, 
< jj, 所 以 有 

| — r] -{ nr < |ó], >H rZ r,ËhF, 

i F — r Sr < |b], >° z< r,HJ. 

由 |7 一 7 < lai lbi] — rıl 和 引 理 3 得 到 一 一 0， 
也 就 是 = r, 由 2 关 0 和 8 一 940 一 六 一 7 一 0 待 到 
q— q = 0, 也 就 是 4 一 4 


s 2. RAMEE 


1 这 个 数 只 有 一 个 正 因 数 , WEGES., 任何 大 于 1 的 
正 整 数 a 都 最 少 有 二 个 正 因数 ,就 是 1 和 a, 
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2 其 能 被 1 和 2 整除 ,不 能 被 其 他 正 整 数 整除 ,同样 3 只 
能 被 1 和 3 整除 ,不 能 被 其 他 正 整 数 整除 .我 们 说 2 是 素数 ， 
3 也 是 素数 ， 

4 除了 能 被 1 和 4 整除 ,还 能 被 2 整除 , 6 除了 能 被 1 和 6 
整除 ,还 能 被 2 和 3 整除 .我 们 说 4 是 复合 数 , 6 也 是 复合 数 . 

定义 2 一 个 大 于 1 的 正 整数 , 只 能 被 1 和 它 本 身 整 除 ， 
不 能 被 其 他 正 整 数 整除 ,这 样 的 正 整 数 叫做 素数 (有 的 世上 叫 
做 质数 ). 

例如 2,3,5,7, 11, 13, 17, 19 都 是 素数 . 

以 后 我 们 将 常用 或 p,, Po Poo ttt 表示 素数 . 

定义 3 一 个 正 整 数 除 了 能 被 1 和 本 身 整 除 以 外 ,还 能 
被 另外 的 正 整 数 整除 ,这 样 的 正 整 数 吕 做 复合 数 ， 

例如 4,6, 8, 9, 10, 12, 14, 15,16, 18, 20 都 是 复合 数 ， 

由 素数 与 复合 数 的 定义 可 知 ,全 体 正 整数 可 分 为 三 类 ; 

CG) 1 这 个 数 ， 

(2) 全体 素数 ， 

(3) 全 体 复合 数 . 

当然 有 无 限 多 的 复合 数 ,比如 大 于 2 的 侦 数 

4,6,8, 10, 12, + 

都 是 复合 数 . 

定义 4 如 果 一 个 正 整 数 a 有 一 个 因数 5, 而 5 又 是 素 
数 , 则 2 就 叫做 a WRAZ. 

例如 12 王 3X4, 所 以 3 和 4 都 是 12 的 因数 ,由 于 3 是 
素数 而 4 不 是 素数 ， 所 以 3 是 12 的 素 因 数 而 4 不 是 12 的 素 
因数 . 

引 理 5 如 果 4 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 则 < 的 大 于 1 的 
最 小 因数 一 定 是 素数 ， 

证 ”如果 a 是 一 个 素数 , 则 a 的 大 于 1 的 因数 只 有 一 个 ， 
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就 是 a, 所 以 < 的 大 于 工 的 最 小 因数 就 是 素数 a, 

如 果 4 是 复合 数 , 则 “ 除 1 和 a 外 一 定 有 其 他 的 正 因数 . 
假设 5 是 这 些 正 因数 中 的 最 小 的 。 我 们 将 证 明 上 不 是 复合 数 
而 是 素数 。 先 假定 b 不 是 素数 而 是 复合 数 , WHF b 是 复合 
数 , 所 以 2 一 定 有 大 于 1 而 不 等 于 2 的 因数 c, Helk, bla 
和 3l 理 2 cja, Re 是 4 的 因数 ,又 有 1 二 < 二 5, 这 与 假 
设 z 是 a 的 大 于 1 的 最 小 因数 了 矛盾。 所 以 号 不 是 复合 数 而 是 
素数 .因此 a 的 大 于 1 的 最 小 的 因数 5b 是 素数 . 

这 个 引 理 说 明了 : 任何 大 于 1 的 整数 都 至 少 有 一 个 素 因 
数 ， 

观察 一 个 正 整数 a 是 不 是 素数 ， 是 否 得 用 小 于 “ 大 于 1 
的 整数 一 一 来 试 除 呢 9 不 用 . 

引 理 6 如果 < 是 一 个 大 于 1 的 整数 ,而 所 有 SNV a 的 
素数 都 除 不 尽 a, H| ¿ 是 素数 ， 

证 首先 证 明 , 如 果 a 被 二 1 而 Va 的 整数 都 除 不 尽 ， 
则 a 是 素数 。 假 设 是 复合 数 而 a = bc, 其 中 bb 和 < 都 是 大 
于 1 的 整数 .由 于 4 被 > U< a 的 整数 都 除 不 尽 , 所 以 
H> Va,c> a, be >Va.'Va 一 4, 这 与 
be = a 是 矛 讶 的 ,所 以 如 果 4 > 1 而 三 Va 的 整数 都 除 不 
尽 , 则 a 就 是 素数 . 

由 上 可 知 如 果 a 是 复合 数 , 则 4 一 定 有 之 1 而 Ve 的 
因数 。 而 由 引 理 5 知 a 的 大 于 1 的 最 小 因数 一 定 是 素数 。 故 
本 引 理 得 证 . 

Bit n > 2 是 一 个 整数 ,定义 | 

2,425 3⁄4 n = 2 hfz 


aa 4142033 > z = 3 Ff; 
l 2° ‘4 — 
° 2 CxG3G45 A z = 4 if; 


A182434" Ans 当 n 之 5 时 ， 


引 理 7 有 无 限 多 个 素数 . 
证 ”假设 素数 的 个 数 是 有 限 多 个 ,共有 ?个 ,就 是 户 ，z， 
Db tto ba. EER pi = 2, p= 3, p= 5, "+, Ga = prt 
b, + 1， 如 采 a 是 素数 , 则 因 a 不 等 于 pi, Po tte ps 中 的 任 
何 一 个 ， 政 素数 的 个 数 最 少 有 2 + 工 个 而 与 假设 素数 的 个 数 
共有 = 个 矛盾 . 如 果 = 不 是 素数 , 则 由 引 理 5 知道 4 的 大 于 
”1 的 最 小 因数 6。 是 素数 ， 由 于 py … ps 被 户 ， 六， ba 中 
的 任何 一 个 素数 都 除 尽 ,但 1 被 Po p.s `> ps 中 的 任何 一 个 
素数 都 除 不 尽 , 所 以 4 被 Pis Po +`, ps 中 的 任何 一 个 素数 都 
除 不 尽 。 因 此 p 不 等 于 名，………， 加 中 的 任何 一 个 素数 ， 故 在 
Pi `` "5 p 以 外 还 有 率 数 ， 


$3. 素数 分 布 的 简单 概况 


素数 的 分 布 情况 是 数论 中 最 有 趣味 的 一 个 分 支 、 其 中 的 
推测 和 定理 ,很 多 都 是 先 由 经 验 得 到 的 . 现 有 的 最 完善 的 素数 
表 是 查 基 尔 CDon Zagier) 作 的 ,他 把 不 大 于 50,000,000 的 素数 
都 列 出 了 .人 〈 见 The Mathematical Intelligencer, 1977 年 8 月 号 .) 

根据 这 个 素数 表 可 以 查 出 素数 的 分 布 有 下 列 情况 : 

在 1 到 100 中 间 有 25 个 素数 ， 

”在 1 到 1000 HAA 168 个 素数 ， 

在 1000 到 2000 中 间 有 135 个 素数 ， 

在 2000 到 3000 中 间 有 127 个 素数 ， 

在 3000 到 4000 中 间 有 120 个 素数 ， 

在 4000 到 5000 中 间 有 119 个 素数 ， 

在 5000 到 10000 中 间 有 560 TEX. 

所 以 这 些 数字 提示 我 们 素数 的 分 布 , 越 往 上 越 稀 .我 们 将 
5000 以 内 的 素数 表 附 在 本 章 之 末 ， 到 目前 为 止 所 知道 的 最 
大 素数 是 2199 — 1, 在 证 明 2 一 1 是 一 个 素数 时 需 借 助 于 
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电子 计算 机 并 用 特殊 方法 . 我们 有 
219937 — 1 > 10500 


关于 素数 的 分 布 有 许多 问题 ,有 的 已 经 解决 了 ,有 的 直到 


现在 还 没有 解决 . 

首先 的 问题 是 关于 素数 的 个 数 问题 . 

在 数论 里 经 常用 x(x) 表示 不 大 于 * 的 素数 的 个 数 。 所 
以 z=(3) = 2. z( 100) = 25, z( 1000) = 168. 


现在 就 几 个 不 很 大 的 * EA e), e 和 它们 的 
比值 列表 如 下 


x xC) 
x 
1000 | 144.764-.- .1605... 0.1680 
2000 263.126.…- .1515... 0.1515 
5000 587.047..- .1396... 0.1338 
10000 1085.73... 0.1229 
50000 4621.166... .1107--. 0.10266 
0.09592 


100000 8685.889... 


这 个 表 提 示 我 们 三 点 
1》 有 无 限 多 个 妹 数 ， 


2) S RAH, =G) 与 二 二 的 比值 越 接近 1， 


3) > x BKI, rl) 与 * 的 比值 越 接 近 0. 
Mig (Hadamard MA -M > 瓦 莱 - 普 森 《De la Vallee 
Poussin) 各 目 独 立地 在 1896 EH T RRE, BE 


lim Z 2 1, 
x 


x< -> co 


log x 
由 于 在 素数 定理 的 证 明 中 采用 了 较 多 的 数学 理论 。 因 此 
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在 这 个 地 方 把 它 详细 地 介绍 出 来 ,还 是 不 适时 的 . 

人 们 发 现 了 许多 相 令 二 个 素数 的 差 是 2, 例如 下 列 成 对 
WIRE f 

3,5; 5,7; 11,13; 17,19; 29, 31; 

41,43; 59,61; 71,273; 101, 103; 
可 以 叫 作 双生 素数 。 人们 要 问 是 否 有 无 限 多 对 双生 素数 呢 ? 
这 个 问题 的 解答 非常 困难 . EFR ET AR T E F 
文生 和 陈景润 都 曾经 在 这 方面 进行 过 不 少 工作 。 这 个 问题 现 
在 最 好 的 结果 是 : 存在 有 无 限 多 个 素数 pgp， 使 得 p + 2 为 不 
超过 二 个 素数 之 积 ， 现 在 我 们 所 知道 的 最 大 素数 对 是 

76 x 32 一 1，76X32 +1, 

这 个 结果 是 威廉 斯 CWillams) P2 Et së, (Zarnke) 得 到 的 、 
CH, Tom M. Apostol Intro. to Analytic Number Theory, 1976.) 

茶 些 数字 资料 建议 ， 相 邻 二 个 素数 的 差 是 2 的 素数 对 可 
能 有 无 限 多 对 . 

我 们 有 

6 一 3 十 3， 8=3-+-+ 5, 10 二 5 十 5， 

12=5-—+7 7, 14=7 +7, 16=3 + 13, 

18 = 5 + 13, 20 =7 + 13, 22 = 3 -+ 19, 

24 = 5 + 19, 26 =3 -4+ 23, 28 = 5 + 23,’ 
由 此 提示 可 能 有 : AAF 4 的 偶数 都 是 二 个 奇 素数 之 和 , 这 
就 是 著名 的 哥 德 巴赫 《Goldbach) 猜想 ， 

这 个 哥 德 巴赫 猜想 直到 现在 还 没有 肯定 的 或 否定 的 答 
案 , 我 们 认为 哥 德 巴 茸 猜 想 是 肯定 的 可 能 性 很 大 . 这 个 问题 
现在 最 好 的 结果 是 : 每 一 充分 大 的 偶数 都 是 一 个 素数 及 一 个 
不 超过 二 个 素数 的 乘积 之 和 ， 华 罗 庚 、 王 元 \ 潘 承 洞 、 丁 夏 畦 、 
民 文 詹 和 陈景润 都 曾经 在 这 方面 进行 过 不 人 少 工作 . 

AAE (Mersenne〉 曾 经 研究 过 形状 为 22 一 1 的 素数 ， 
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其 中 代表 素数 . 他 在 1644 年 证 明了 , 当 是 下 列 的 9 个 系 
kk — ,Éil 
p= 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 127 

时 , 则 22 一 1 ERRA. 由 于 默 森 尼 在 这 个 问题 上 的 贡献 ， 人: 
们 把 形状 为 2* 一 工 的 正 整数 叫 作 默 森 尼 数 。 是否 存 在 有 无 
限 多 个 默 森 尼 数 是 素数 ,这 也 是 数论 中 的 一 个 难题 ， 

到 目前 为 止 , 所 知道 的 默 森 尼 数 

M,= 2° —1 

是 素数 的 ,已 有 24 个 。 即 当 

p= 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 

521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, ` 
9689, 9941, 11213, 19937 时 , 则 2° — 1 都 是 素数 . 

当 w 之 0 是 一 个 整数 时 ,人 们 把 形状 为 22 十 工 的 正 整数 
UERR E (Fermat) 数 , 并 记 为 F, = 2” 十 1, 最 前 面 的 五 
个 费 尔 马 数 是 

Fa = 22 + 1 = 2 + 1= 3, 

F, = 22 + 1= 2: + 1= 5, 

F, = 22 + 1 = 2+ 1 = 17, 

F, = 22 + 1 = 2 + `1 = 257, 

F, = 22' + 1 = 2* + 1 = 65537. 
由 于 3,5, 17,257, 65537 都 是 素数 ,所 以 费 尔 马 猜测 当 zn > 
0 时 所 有 F, 都 是 素数 ， 但 是 费 尔 马 的 猜测 并 不 正确 、 因 为 
F, = 22 + 1 不 是 素数 (见习 题 (29)》. 


54. 最 大 公 因数 和 最 小 公信 数 


10 有 因数 1, 2, 5, 10, 而 15 有 因数 1, 3, 5, 15, 所 以 1 
是 10 和 15 的 公 因 数 ,5 也 是 10 和 15 HARR. 
几 个 正 整数 的 公 因数 有 了 时候 不 止 一 个 


s |Q 。 


例如 12 和 30 的 公 因数 有 1, 2, 3, 6 四 个 。 在 这 四 个 数 
望 最 大 的 一 个 是 6, 6 就 叫做 12 和 30 的 最 大 公 因 数 . 
定义 5 如 条 2 之 2 是 整数 ,而 2 aa `°, a, 和 2 都 是 
正 整数 〈 当 2 一 2 HF, as az ttt, An RIR s az 3 n = 3 
H. ais a, *** a, 表示 at ax ass 而 当 2 = 4 Fj, dis az vs 
a, 表示 41，。42， Gss 44; 等 等 )， 又 设 
d] ais d| az da 
则 a 叫做 ais ax, `` *ə a, 的 公 因 数 . 公 因 数 中 的 最 大 的 那 一 
个 数 遇 做 ars ax, `o an 的 最 大 公 因 数 , 最 大 公 因 数 是 其 他 所 
有 公 因 数 的 倍数 ， 如果 d 是 ao dn tta es《 这 些 数 ) 的 最 大 
公 因 数 ,我 们 就 写作 
Cars ax tta aa) == d. 
PIL R 36 和 24 的 最 大 公 因 数 . 
解 ”把 这 二 个 数 分 别 分 解 素 因 数 
36 一 2X2Xx3X3， 24 一 2X2X2X3. 
把 这 二 个 数 的 素 因数 比较 一 下 , 可 以 看 出 素 因 数 2, 2, 3 
是 这 二 个 数 所 公有 的 ， 它 们 约 乘 积 就 是 这 二 个 数 的 最 大 公 因 
数 : 
2 x 2 X 3 = 12. 
求 几 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 ， 先 把 这 些 正 整数 分 别 分 解 
素 吏 数 , 然 后 取出 它们 所 公有 的 素 因 数 ( 相 同 的 素 因 数 明 公有 
的 个 数 取 ) 相 乘 . | 
@ 2 求 48、60 和 72 的 最 大 公 因数 
解 ”把 这 三 个 数 分 别 分 解 素 因数 
48 一 2X2X2X2X3 一 24X3， 
60 一 2X2X3X5 一 22X3X5， 
72 一 2X2X2X3Xx3 一 23X3?。 
所 上 面 三 个 数 的 素 因 数 比较 一 下 ,可 以 看 出 素 因 数 2, 2, 


. 11 。 


3 (sË 22, 3) 是 这 三 个 数 所 公有 的 , 它们 的 乘积 就 是 这 三 个 数 
的 最 大 公 因 数 a 
2 >x 2 X 3 = 12 =k 21 X 3 = 12, 

为 通俗 起 见 , 先 讨论 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍 数 , 再 讨论 算 
术 基 本 定理 。 求 几 个 数 的 最 大 公 因 数 , 先 把 这 些 数 分 别 分 解 
RAR, 并且 写 成 乘 方形 式 ; 然后 在 各 个 公有 的 素 因 数 里 , W 
出 指数 最 小 的 乘 方 相 乘 . 

例 3 求 1008, 1260, 882 和 1134 的 最 大 公 因 数 . 

解 ” 把 这 四 个 数 分 别 分 解 过 因数 

1008 = 2 X 2 X 2 X 2 Xx 3 x 3 x 7 = 2* x 32 x 7, 

1260 = 2 X 2 Xx 3 x 3 X 5 X 7 = 22 x 32 X 5 X 7, 

882 = 2 X 3? x P, 

1134 = 2 X 3: x 7, 
FFI (1008, 1260, 882, 1134) = 2 X 32 X 7 = 126. 

引 理 8 假设 4 W b REER, H a > b, 

a = bqa tr, 0 — r < b, 
其 中 4 和 ?+ 都 是 正 整 数 ， 则 a 和 5 的 最 大 公 因 数 等 于 和， 
的 最 大 公 因 数 , 即 
(a, b) = Qb, r), 

证 ik (a, b) 一 4. 由 定义 5 有 二 个 整数 m, n 使 得 4 = 
dm, b = dn. Ñ r = a — bq = (m 一 qn)d, Wil d|r, HE 
d\r, d|b, FEEL d| Ch, r) BH Ch, r) >d. ik G, r) = D> 
d, WID], Dir, H a = bq + r EFA Dia. 由 Dla, D| BT 
LA D|(a, b) BB (a, b) =d ID, 此 与 假设 42， r) = D> d 
矛盾 ,所以 (6, r) =d. Nit Ca, b) = d = Ch, r). 

WRA n 个 正 整 数 as ax, `+. das FRIR 2 之 2， 而 每 个 
正 整数 都 不 是 很 大 时 , 则 将 其 中 所 有 的 a, 都 分 别 分 解 素 因 
数 ,我 们 可 以 很 快 地 得 到 这 # 个 正 整 数 a/，o;，,，** ,4 的 最 大 


z 12 a2 


ARR. BHX n 个 正 整 数 2, ax ***, a, HAH a, 是 相 
当 大 时 , 则 不 容易 将 它们 分 解 成 素 因 数 相 乘 . 过 到 这 样 困难 
的 了 时候, 我 们 可 以 使 用 加 转 相 除 法 . 
回转 相 除 法 ”假设 < 和 2 都 是 正 整数 ， 且 “二 2 和。 如 林 
我 们 要 求 a 和 2 的 最 大 公 因 数 ， 可 先 以 2 除 s。 由 引 理 4 得 
f a == bgi + ris 
其 中 g 和 =>, 都 是 非 负 整数 , 而 0 < r, < b. WR r == 0, HJ 
A a= bq, PT a 和 v2 的 最 大 公 因 数 就 是 6， HES r, > 0, 
这 时 则 有 0 < 7 二 6。 我 们 再 以 7; 除 5, 由 引 理 4 得 到 
= rg 十 72s 
其 中 q: 和 r WETERE R M O < r, < r... HH a = Pq ira; 
0 < r, < ó ME 8 我们 有 
Ca, b) = (2, ri). 
WMF n= 0， 则 5 和 7 的 最 大 公 因 数 就 是 7， 即 (6, r) = 
ri E Ca, b) = C, r.) 得 到 4 Ñ p 的 最 大 公 因 数 就 是 +. 如 
E r == 0, WA 0 <r r, 我们 再 以 r e rs FH 51EE 4 得 
到 
ri = 7293 + rs, 
其 中 q3 和 r, 都 是 非 负 整数 ， HI 0 < r, < r,, EH 6=r+,q:+ ras 
0 < r, < r, RE 8, 我 们 有 
(b, r) = Cras 71). 
H (a, b) = (b, ri) 得 到 (a, b) = (r, r). WR r = 0, Hi 
有 Cris r) = F23 ETEA Ca, b) = r2. 如 时 73 5 0, 则 有 0 一 
r3 < ra RAJE rs BÈ ra 
REKER. BFAS r> n> n>- 和 所 有 
G = 1, 2, 3，…) 都 是 非 负 整数 , 所 以 一 定 存在 有 一 个 正 整 
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数 2， 使 得 经 过 2 十 1 次 辊 转 相 除 后 有 ran = 0, 但 z, Æ 0, 
这 时 +, 就 是 4 M b 的 最 大 公 因 数 , 见 Ca, b) = ra 
@J4 求 6731 和 2809 的 最 大 公 因 数 
解 6731 = 2809 x 2 + 1113, 
2809 = 1113 x 2 + 583, 
1113 = 583 X 1 + 530, 
583 = 530 + 53, 
530 = 53 X 10 + 0. 
所 以 (6731, 2809) = 53。 为 了 书写 方便 起 见 , 上 面 … 系 列 的 
计算 可 以 简写 如 下 
6731 | 2809 [2 
5618 | 2226 


2| 1113 583 |1 
>83 530 


1: 530 53 |10 
530 | (0) 


0 53 


it n > 3 EDNER, as a ety a, 都 是 正 整 数 ， 这 
里 我 们 介绍 一 种 求 这 有 个 正 整 数 asante, a 的 最 大 公 因 数 
的 办 法 :我 们 先 求 a, 和 a; 的 最 大 公 因 数 ,如 果 a, 和 as 的 最 大 
AARE b. 然后 我 们 再 求 b 和 a, 的 最 大 公 因 数 , 如 果 5 和 
as 的 最 大 公 因 数 是 ba MU b 就 是 a,, a, 和 as 的 最 大 公 因 数 。 
H n > A RITER b F a, 的 最 大 公 因 数 , 如 果 5 和 44 的 
最 大 公 因 数 是 bs, 则 bs 就 是 a, a, as 和 a, 的 最 大 公 因 数 。 当 
3 之 5 时 ,我 们 再 求 训 和 a, 的 最 大 公 因 数 ，. …. 

例 5 求 735000, 421160 和 238948 的 最 大 公 因 数 . 


a 14 ° 


KE 725000 = 238948 X 3 + 18156, 
238948 = 18156 X 13 + 2920, 
18156 = 2920 X 6 + 636, 
2920 = 636 X 4 + 376, 
636 = 376 X 1 + 260, 
376 = 260 X 1 + 116, 
260 = 116 X 2 + 28, 
116 = 28 X 4 + 4, 
28 = 7 X 4 +0, 
PTL 735000 和 238948 的 最 大 公 因 数 是 4, HF 41421160, HK 
得 
(735000, 238948, 421160) = 4. 
土 面 一 系列 的 计算 可 以 简写 如 下 


735000 | 238948 |3 
716844 | 236028 


— 


13: 18156 2920 16 
17520 2544 


4 636 376 | | 


376 260 
1 260 116 |2 
232 112 
4 28 4 |7 
28 
0 4 


例 6 求 (27090, 21672, 11352, 8127), 


a 15 ° 


27090 | 21672 | 1 
21672 | 21672 


4| 5481- 0 

{3 Fj (27090, 21672) = 5418, HF 
11352 | 5418 |2 

10836 | 5160 


483 (11352, 5418) = 258, HT 
8127 | 258 |31 
7998 | 258 


一 


2| 129 0 N 
得 到 《8127, 258) = 129, 故 得 
(27090, 21672, 11352, 8127) = 129, 

定义 6 WÈ n > 2 是 整数 ,而 e ax ` o a, 都 是 正 整 
数 , 当 这 些 正 整 数 的 最 大 公 因 数 是 1, 也 就 是 (ait， a, `° a.) 
= 1 kf RATZE 21 az tto an 是 互 素 的 .。 

在 互 素 的 正 整 数 中 ,不 一 定 有 素数 .例如 (25, 36) = 1, 
但 25 和 36 都 不 是 素数 而 都 是 复合 数 ， 

在 个 数 不 少 于 3 个 的 互 素 的 正 整 数 中 ， 不 : - 定 是 每 二 个 
正 整 数 都 是 互 案 的 .例如 (6, 10, 15) = 1, 但 (6, 10) = 2, 
(6, 15) = 3, (10, 15) = 5, 

一 个 正 整 数 能 被 几 个 正 整 数 整 除 时 ， 则 这 个 正 整 数 就 叫 
做 这 几 个 正 整 数 的 公 倍数 ， 例如 24 能 被 6 整除 ，24 还 能 被 


9 16 ° 


8 整除 ， 所 以 24 是 6 和 8 的 公 倍 数 ， 48 是 12 和 8 的 公 售 
数 . 

定义 7 ”如果 ”之 2 是 整数 ,而 a ao tto a, Tüm 8828 
正 整 数 , 驻 

alm, a,|m, ~-**, a,| r, 

HY m RU ar, as …，ev 的 公 倍 数 ， 

如 果 n 之 2 是 整数 ,而 dis dz `, da 和 《都 是 正 整数 ， 
由 于 a |ka,a;* TE, az| kaag “tans "` ° °> a, | kaas” ° ° dns 所 过 
kaa ar 是 ee on 的 公 倍 数 。 由 于 & 可 取 1，2，3， 
…, 所 以 有 无 限 多 个 不 同 的 正 整 数 , 它们 都 是 ar, aa ttt, an 
的 公 舍 数 。 在 ais G2s * * *> an 所 有 的 公 倍 数 中 ， 其 中 最 小 的 
那 一 个 公 倍 数 就 叫做 a, az, `, a, 的 最 小 公 人 倍数。 如 果 尹 是 
dis a33 `` "> a, 的 最 小 公 倍 数 , 我 们 就 写作 

{ais a, ``, a Y = m. 

由 于 12 能 被 4 整除 , 12 能 被 6 整除 ， 所 以 12 是 4 和 6 
的 公 倍 数 。 又 由 于 不 存在 小 于 12 的 正 整 数 , 同 时 能 够 被 4 和 
6 都 整除 ,所 以 12 是 4 和 6 的 最 小 公 倍数 , 即 {4, 6) = 12, 

WREE R 4 个 正 整 数 as azs tta a, 的 最 小 公 倍数 ,可 先 
把 它 们 都 分 解 成 素 因 数 ， 然 后 再 观察 它们 都 有 些 什么 不 同 的 
RAŽ. 设 po Po `, ps 是 全 体 出 现在 这 z# 个 正 整 数 a), 
42? "“**s an 中 的 不 同 的 过 因数 . 当 1 < ;: < s 时 我 们 定义 Êi: 
是 一 个 正 整 数 , 它 使 得 

pri a pha, +°, piit aas 
但 是 在 这 # 个 正 整 数 as a, tt, a, 中 至少 存在 有 一 个 a; 而 
具有 prfi] a;, 那么 
pipio * "pe: 

就 是 这 ” 个 数 a, a ``. a, 的 最 小 公 倍 数 ， 


例 7 sR 108, 28 和 42 的 最 小 公 倍数 . 
解 ” 由 于 
108 = 2? X 32, 28 = 22 X 7, 42 = 2 x 3 X 7, 
故 得 
{108, 28, 42} 一 22X 3: X 7 = 756. 

@J8 K198, 240 和 360 的 最 小 公 倍 数 。 

解 出 于 
198 = 2 x 32 X 11, 240 = 2* x 3 X 5, 360 = 22 x 32 X 5, 
故 得 | 

{198, 240, 360} = 2! x 32 X 5 X 11 = 7920. 

注意 : C) 几 个 正 整数 里 ， 如 果 最 大 的 一 个 正 整 数 是 其 
他 各 个 正 整 数 的 倍数 , 则 最 大 的 那 一 个 正 整数 ,就 是 这 上 几 个 正 
整数 的 最 小 公 倍 数 , 例 如 15. 30 和 60 的 最 小 公 倍 数 是 60. 

(2) 几 个 正 整数 里 ,如 果 任 意 二 个 数 都 是 互 素 的 , 则 这 几 
个 正 整数 的 最 小 公 倍 数 就 是 它们 的 相 乘 积 ， 例 如 15, 32 和 
49 的 最 小 公 倍 数 就 是 

15 X 32 X 49 = 23520, 

引 理 9 假设 和 2 都 是 正 整数 , 而 <。 和。 的 最 小 公 售 

数 是 m, BI (a, b) =m, MÈ w 是 4 和 &。 的 公 倍 数 , 则 有 
7 | zz 。 

证 因为 mw 是 a 和 &。 的 公 倍 数 ,而 ?是 a4 和 &2 的 最 小 公 

倍数 ,所 以 有 1 肆 m 志 ww。 由 引 理 4 有 
m = mq + r, 
其 中 9 和 *” 都 是 非 负 整 数 , IQ 0 < r < wm。 由 于 ww 是 a 和。 
的 最 小 公 倍 数 ,而 m 是 zs 和 2 的 公 倍 数 , 所 以 有 
alm, blm, aln, b|, 

jk m = aa, m = aa”, m = bb', m = bb”, E 2, a”, P, 
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b” 都 是 整数 ， QHEL 1 < +< m, WHAT w — mq = + 得 到 
ala” — ag)=r, bQ” — bg) == r. 

HF a” 一 ag 和 242” 一 b'g 都 是 整数 , 所以 有 alr, bir, Bir 
是 a P b 的 公 倍 数 , 但 由 于 1 三 + < m fm J a 和 &2 的 最 小 
DERRETE. MA r= 0, P] m' = mq. 

引 理 10 假设 和 2 都 是 正 整 数 ，< 和 2 的 最 大 公 因 数 
是 Z 而 < 和 2 的 最 小 公 倍 数 是 m, BI Ca, b) = d iiy (a, b} = 
m, WRIS 


ab = dm, 
证 N ab 是 4 RI bART m 2 a A 6 BJP Jx ZV i 
数 , 所 以 由 引 理 9 有 


ab = mq, 


其 中 9 是 正 整数 。 由 ab 一 md 得 到 二 一 = = = 一 .由 于 


+ Ñ 都 是 正 整数 ,所 以 — MA 也 都 是 正 整数 ， 即 414， 

qlb, 因而 4 是 a 和 5 的 公 因数 , 

O 设 s 是 < 和 4。 的 另 一 公 因数 , Ew =, HFE, 

都 是 正 整 数 和 mm = a X (2)=(#)x >, 所 以 m 是 a 和 
£ £ 


> 的 公信 数 ， 由 引 理 9 有 mlm, MERDEER. 又 由 


”得 到 8 是 4 的 因数 ， 由 于 4 是 < 和 的 公 因数 , WG a ZU b 09 
任 一 公 因 数 都 能 除 尽 2, 所 以 4 就 是 a 和 6 的 最 大 公 因 数 . 
例 9 求 24871 和 3468 的 最 小 公 倍 数 ， 


. 19 。 


R ”由 于 24871 | 3468 |? 
24276 | 2975 


5 595 49311 


5 17 0 5 


所 以 《24871，3468) = 17， 由 引 理 10 RDS 


(24871 3468) = 24871 X 3468 


in > 3 是 一 个 正 整 数 , 而 do a °> an 都 是 正 整数 ， 
这 里 我 们 再 介绍 一 种 求 这 = NERZ as a tta an 的 最 小 
公 倍 数 的 办 法 : 我 们 先 求 a 和 a, 的 最 小 公 倍 数 ， 如 果 a, 和 
2 的 最 小 公 倍 数 是 各， 然后 我 们 再 求 b 和 a 的 最 小 公 倍 数 ， 
WR b, F as 的 最 小 公 倍 数 是 bas D) 5 就 是 a af a3 的 最 
小 公 倍 数 ， 当 4 之 4 时 , 我 们 再 求 和 a 的 最 小 公 倍 数 ， 如 
东部 和 a 的 最 小 公 倍 数 是 bs, WIJ b3 就 是 a, a, as 和 a, 的 最 
小 公信 数 , 当 a S 5 时 ,我 们 再 求 b M a 的 最 小 公 倍 数 ,-…，。 

gi ie 求 513, 135 和 3114 EDAR Z. 


= 5073684, 


解 由 于 513 | 135 | 3 
405 | 108 
1| 108 | 2714 
108 
0 27 + 
所 以 (513, 135) = 27, 由 引 理 10 我 们 有 
{513, 135} 一 213 X 132 = 2565, 


由 于 
1| 2565 | 3114 
2196 | 2565 


1| 369] 54914 
360 | 369 


20 9 180 |2 
180 


Ol , 
PATEL (2565, 3114) = 9, M51 10 我 们 有 


2565 X 3114 


12565, 3114) = = 887490, 


所 以 
(513, 135, 3114} == 887490. 
例 11 R8127, 11352, 21672 和 27090 的 最 小 公 倍 数 . 
解 由 于 


1! 8127 | 11352 
6450 8127 


1 | 1677 3225 |2 
1548 1677 


12| 129! 1548 |1 
1548 


129 Ü > 


PTR (8127, 11352) = 129, 由 引 理 10 我 们 有 
8127 x 11352 


8127, 11352} = 
{8127, } pr 


= 715176, 


由 于 


=- 2% . 


715176 | 21672 |33 
715176 
0 | 21672 | > 


HERL (715176, 21672) = 21672, 而 由 引 理 10 我 们 有 


(715176, 21672} = 715176 X 21672 一 715176。 


21672 
HT 
715176 | 27090 |26 
704340 ! 21672 


一 


2 10836 5418 | 2 
10836 
| | 


所 以 C715176, 27090) = 5418, 而 由 引 理 10 我 们 有 


—ramawas I 


o| 5418 


715176 X 27090 


715176, 27090} = 
L ? ) 5418 


= 3575880, 


改 


ü 


(8127, 11352, 21672, 27090} == 3575880, 


$ 5， 最 大 公 因 数 和 最 小 公 倍 数 的 应 用 


例 12 一 块 钢板 , 1 K 3 5 F, m 1 Kes sr. m 
Z akpi kE KARS E 253, tE. ES 822 tJ, HHRH 
下 钢板 。 求 正方 形 的 边 长 . 

E ”因为 亚 方 形 要 最 大 的 ， 所 以 就 要 求 正 方形 最 大 的 边 
长 是 多 少 。 要 求 正 方形 最 大 的 边 长 ,就 要 求 135 寸 和 105 十 
的 最 大 公 因 数 ， 由 于 

135 一 3 X 5, 105 = 3 X 5 X 7, 


>» 22 + 


所 以 C135, 105) = 15. | 
答 : 正方 形 的 边 长 是 1 尺 5 Y. 

例 13 有 钢丝 三 根 ,一 长 13 尺 5 寸 ,一 长 24 尺 3 二 ,一 
长 5 尺 8 寸 。 现 在 要 把 它们 截 成 相等 的 小 段 , 每 根 都 不 许 剩 
下 , 截 成 的 小 段 要 最 长 , 求 每 小 段 长 几 寸 ? 一 共 可 以 截 成 多 少 
E? 

解 HT 

135 = 3? X 5, 243 = 35, 558 =2 X 32 x 31, 
所 以 C135, 243, 558) = 9. XA 
133 4 243 L 258 = 15 + 27 + 62 = 104, 
9 9 9 
答 ， 鹤 成 的 小 有 段 每 眉 长 3 十 ,一 共 可 以 蕉 成 104 Ez , 

@ 14 甲乙 二 个 齿轮 , 互相 衔接 , HE 437 A, CRA 
32348. 甲 的 菜 一 齿 和 乙 的 某 一 齿 相 接触 后 到 再 互相 接触， 
最 少 各 要 转 几 周 ? 

解 ” 要求 最 少 各 转 几 周 ， 就 要 先 求 里 乙 二 轮 都 转 过 多 少 
齿 . 要 求 甲乙 二 轮 都 转 过 多 少 具 ,就 楼 先 求 甲 轮 准 齿 数 (437) 
和 乙 轮 齿 数 《323) 的 最 小 公 倍 数 。 由 于 

| 437 | 323 |1 
323 | 228 


21 114 95 |1 
95 95 


5| 19| ol, 


所 以 (437, 323) = 19, H5] 10 我 们 有 


437 X 323 


(437, 323} = = 7429, 


所 以 年 轮转 的 周 数 : 7429 + 437 = 17 周 ， 


乙 轮转 的 周 数 : 7429 — 323 = 23 周 . 

例 15 有 三 企 工 人 从 砖 操 往 砌 墙 的 脚手架 上 运 巷 ,来回 
一 次 甲 要 15.6 分 钟 , 乙 要 16.8 分 钟 ， 丙 要 18.2 分 钟 , 现在 三 
人 同时 从 砖 哲 处 出 发 ,最 少 要 几 分 钟 三 人 又 同时 回 到 砖 操 处 ? 

f 要求 出 最 少 要 几 分 钟 三 人 又 同时 回 到 砖 霹 处 ， 就 要 
求 15.6, 16.8 和 18.2 的 最 小 公 倍 数 ， 由 于 


1| 15.6 | 16.8 
15.6 | 15.6 
o | 12 13, 
所 以 《15.6, 16.8) = 1.2, 由 引 理 10 我 们 有 
{15.6, 16.8) = 52165 = 218.4, 


由 于 TA = 12, 所 以 {15.6, 16.8, 18.2} = 218.4, 


所 以 最 少 需要 218.4 分 即 3 时 38.4 分 后 三 人 才能 够 同时 
回 到 砖 霹 处 . 


$ 6， 算 术 基 本 定理 3 

引 理 11 每 一 个 大 于 1 WER a BIUR E N 3⁄ 

的 连 乘积 ,就 是 | 
ampi''pes n21 

这 里 p, tts p. 都 是 素数 ,其 中 可 能 有 相同 的 ,例如 12 一 2X 
2 x 3, 18 = 2 X 3 x 3, 

证 当 4 是 一 个 素数 p, 就 是 a 一 p, 那么 就 不 用 再 分 解 
T. 如果 = 是 一 个 复合 数 , 则 由 引 理 5 可 知 , 它 的 大 于 1 的 最 
小 因数 是 素数 . 设 此 素数 是 po 由 于 a ERAR pÆ a 的 
因数 ， 所 以 有 a <= Das KP a 是 一 个 大 于 1 的 整数 ， 如 时 


* 24 » 


a, 是 素数 加 ,就 得 到 a 一 pipa. WR a, 不 是 素数 而 是 复合 数 ， 
则 由 引 理 5 可 知 , 筷 的 大 于 工 的 最 小 因数 是 寄 数 ， 设 此 素数 
是 py 并 且 有 a, = pian WE a, 是 素数 , 就 不 用 再 分 解 了 ， 如 
R a 是 复合 数 ， 则 同 理 可 得 2, = pa. 这 样 做 下 去 ， 因 为 
aG, > az >— = °°, 故 最 后 必得 
a= p° n> 1, 

一 般 地 讲求 ,如 果 af6， 则 不 一 定 是 (a, b) 一 1， 例如 47 
6, 649, 但 是 (4, 6) = 2, (6, 9) = 3. 

引 理 12 WR r 是 一 个 素数 , 则 由 pta 可 得 (p,a) =}, 
而 当 (p, a) = 二 1 时 可 得 pta. 

”证 由 于 ?是 一 个 大 数 ,所 以 只 有 三 个 正 因数 , 则 1 和 
p. WR pra, 则 只 有 (ps, a) = 1 Y. 反之, 如果 (p,a) = 1, 
则 zz 不 是 pP 和 4a 的 公 因 数 , 所 以 pta. 

引 理 13 如果 a, b, c REER, WH Ca, b = 1, 
jòc 可 得 ala. 这 就 是 说 ， 当 2 fi > 互 素 ,但 是 a 能 除 尽 bc 
p 那么 一 定 是 < 能 除 尽 c, 

üE 因为 bj&bc F albe, 所 以 bc 是 和 2 的 公 倍 数 ， 由 

+ Ca, 0 一 1 和 引 理 10, 所 以 和 2 的 最 小 公 倍 数 是 ab, EH 


引 理 9 有 ab| c, pe 一 二 是 一 个 整数 ,所 以 <. 


引 理 14 如果” > 2 是 一 个 整数 ， 而 co a ttes an 和 

a 都 是 正 整 数 。 当 a| ate…… a, 和 
CA a,) = Ca, a2) = *** = (a, an=) = 1 
时 :那么 一 定 有 alan. 

证 IH (a, a) = 1, a|ar 4s 和 3 引 理 13 我 们 有 ala; 
…4z。 改 当 一 2 时 本 引 理 成 立 。 如果 ww* 宇 3， 则 由 (4， 
a) 一 JI，ala a, 15]88 13 我 们 有 _a|as tan, WO n = 
3 时 本 引 理 成 立 。 如果 w 宇 4, 用 同样 办 法 做 下 去 ， 可 得 
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a| anan, H (a, an) = 1, a | anman 和 5] 理 13 得 到 a | ap. 

引 理 15 ”如果 a, b, c 都 是 正 整数 ,而 Ca, 5) = 1, cla, 

则 有 
(G, c) = 1. 

证 AR Co, c) = d, fü d > 1, WA djb, dje, Hale 
Mela dla, HF dja, d|b, 所 以 2 是 < 和 2 的 公 因 数 ,但 
Æ d > 1 而 “和 2 的 最 大 公 因 数 是 1, 这 和 定义 5 RETE, 
ETEA Ch, c) = 1. 

引 理 16 ”如果 < 和 5 都 是 正 整 数 ,而 《ea 2) 一 1, 则 有 

Ca, be) = Ca, c) | 

证 X Ca, c) = 24,, HH (a, bc) = do, WA dila, dile, 
d|a, d,|ba. H dc 得 到 dlc. Hi dija, di| be 48583] d, 也 是 
a 和 be 的 公 因 数 , 但 是 d, RE a 和 be 的 最 大 公 因 数 ， 改 由 定 
义 5 有 

di < dh. (1) 
另外 由 dila, Ca, 25) 一 1 和 引 理 15 得 到 Cdn 8) 一 1。 由 
Cdi, b) 一 1, dijbe 和 引 理 13 得 到 daje. 由 dje，djc 得 到 
di 也 是 a 和 的 公 因 数 , 但 是 4 是 a 和 < 的 最 大 公 因 数 ， 故 
由 定义 5 有 
| 4, < di. (2) 
由 (1) AT (2) 式 得 到 = das A Ca, bc) = Ca, c). 

引 理 17 WÈ n 之 2 是 一 个 整数 ， 而 bo bz `, P, 和 
a 都 是 正 整 数 , 当 《ea b.) = (a, b;) 一， * = (a, 5,) 一 工时 
则 有 

Ca, bibr * ° 5, ) = 1. 
证 H Ca, b) 一 工 和 引 理 16 得 到 
(a, bibr’ “bs) = Ca, br “2,), | 
HH Ca, 6) 一 1 和 引 理 16 得 到 (a, bx bna) = Ca, batt tba) 


+ 26 ° 


所 以 
Ca, biba tbn ) == Ce, bb; ° . b.) 
= (a, Di 7 
= (a, 2) 一 1. 

引 理 18 如果 ” 2 是 一 个 整数 ,ov as，…，a 都 是 
正 整 数 ,而 是 一 个 素数 , 当 plaan a 时, 则 至 少 存在 有 一 
个 a, 能 被 ? 除 尽 ,也 就 是 pl a 

证 假设 2 除 不 尽 任 何 一 个 ai = 1, 2, `. n), AP 
是 一 个 素数 及 引 理 12, 我 们 得 到 | | 

(p, a) = (p, az) = - = (p, a,) = 1, 
故 由 引 理 17 得 到 (p, aatan) 1. H (paraat ao 一 1 
和 引 理 12 我 们 有 přaar tas 此 与 题 设 plaa e a, 矛盾， 
所 以 假设 ? 除 不 尽 任何 a,G = 1, 2，:…*, n) 是 不 对 的 , 故 必 
有 一 个 ar E plan | 

O 5/819 WẸ n >22 ER, M Po Potto pa 和 
绢 都 是 素数 , 当 p|pip;…… Pa N WRLAE—A pr Mr 是 
1,2, -.-, n 中 的 某 一 个 数 , 它 使 得 p = pn 

证 由 pipp2**'ps 和 引 理 18 知道， 人 作 有 一 个 案 数 
p, 使 得 p1p,。 由 于 p 是 一 个 素数 ,所 以 它 只 有 二 个 正 因 数 ， 
BR 1 fi p. H p= 1 #l1pl2,, 所 以 有 Pp = p, 

如 果 把 一 个 正 整 数 写成 正 因 数 的 连 乘积 ， 常常 能 写 出 多 
种 形式 ,例如 60 一 2X30 一 3X20 一 4XxX15 一 6 X 10 一 
12X52==-2X3Xxl10 一 2Xx2Xx15 一 3X4X5 一 2X6 
x 5 = 2 X 3 X 2 X 5. 

定理 1 (算术 基本 定理 ) MERHAR AI áZ, 
只 有 一 种 方法 可 以 把 一 个 正 整 数 a > 1 分 解 成 素 因数 的 连 乘 
R 
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证 MR e 是 一 个 素数 p, 就 是 a = p, 本 定理 成 立 。 如 
果 “ 是 一 个 复合 数 , 则 由 引 理 11 可 知 ，“ 是 可 以 分 解 成 素 因 
数 的 连 乘积 的 ， 设 
a = pb ba, n 2 2 
其 中 pb. Po `` Pa 都 是 素数 . 假设 < 能 被 分 解 成 另 一 种 形式 
IRAR GERR, ME 
a = quqa ` ams m Z 2 
其 中 qis qas tts Qa 都 是 素数 ， 那么 我 们 得 到 
pba ` * b, = 9192 ° * qa. (3) 
BF Airpro, MG) A, MAS Pillai ttam 出 于 Qs 
qas ' gm 都 是 素数 ,所 以 由 引 理 19 得 到 : p, 必 等 于 一 个 g;， 
而 ?是 1,2,…, mrBB-— 4. É p = z WHA G) 式 得 到 
加 zt = qa ° Am, 《4 ) 
当 # == 2 J, BF pttp = p, MAR m= 2, q = p. 现 
设 ” > 3, 由 于 p|: p, MOR, MAUA paldi 2;. 由 
于 qx `` oqa 都 是 素数 ,所 以 由 引 理 19 得 到 : p, 必 等 于 一 个 
qes IN S 852, eea m HH BJ— T, DE p = q, 则 由 (4) 式 得 到 
f Pr ° * P, = G° ° qm, 
4 n 一 3 时 , BF piip == ps 所 以 有 mm = 3, qg = p. 如 
H 5 > 4, 用 同样 的 方法 做 下 去 ,因为 那些 P 和 那些 4 恒 是 一 
一 对 应 并 且 相 等 , 故 消 来 消去 ,最 后 必得 ps = z, 这 就 是 说 
m 一 n. 所 以 a 被 分 解 成 素 因数 的 连 乘积 ， 在 不 计 素 因数 的 
次 序 时 , 只 能 有 一 种 方法 . 
由 此 定理 可 知 ,如 果 把 相同 的 素 因 数 合并 为 它 的 宪 数 , 则 
任 一 个 整数 a > 1, 只 能 分 解 成 一 种 形式 : 
. a = ppr epas n Z 1 
在 这 里 Po Po tto P, EANAIR, G, aa, +`, On 都 
是 正 整 数 . 我 们 把 


. 2935 


A 


a == prip22 -epas 


MUYE = 的 标准 分 解 式 . 
例 16 求 117 的 标准 分 解 式 ， 
| 


所 以 117 = 3: x 13. 
例 17 R 9828 的 标准 分 解 式 。 
R | 
2219828 
312457 


所 以 9828 = 22 x 3 X 7 X 13. 
” 例 18 R 10725 的 标准 分 解 式 . 
x 
3|10725 
513575 
11 |143 
13 


BTE 10725 = 3 x 52 X 11 X 13, 
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5000 以 内 的 素数 表 


977 


1009 
1013 
1019 
1021 
1031 
1033 
1039 
1049 
1051 
1061 
1063 
1069 
1087 
109i 
1093 
1097 
1103 
1109 
1117 
1123 
1129 
1151 
1153 
1163 
1171 
1181 
1187 
1193 
1201 
1213 


p 


1217 


1223 
1229 
123? 
1237 
1249 
1259 
1277 
1279 
1283 
1289 
1291 
1297 
1301 
1303 
1307 
1319 
1321 
1327 
1361 
1367 
1373 
1381 
1399 
1409 


1423 


1427 
1429 
1433 
1439 
1447 
1451 


1453 


t. 


1697 
1699 
1709 
1721 
1723 
1733 
1741 
1747 
1753 
1759 
1777 
1783 
1787 
1789 
1801 
1811 
1823 
1831 
1847 
1861 
1867 
1871 
1873 
1877 
1879 
1889 
1901 
1907 
1913 
1931 
1933 
1949 
1951 


. 


1973 2221 
1979 2237 
1987 2239 
1993 2243 
1997 2251 
1999 2267 
2003 2269 | 
2011 | 2273 
2017 | 2281 
2027 | 2287 
2029 | 2293 
2039 |} 2297 
2053 2309 
2063 2311 
2069 2333 

. 2081 2339 
2083 | 2341 
2087 | 2347 
2039 Í 2351 
2099 2357 
2111 | 2371 
2113 2377 
2129 | 2381 
2131 2383 
2137 2389 
2141 2393 
2143 2399 
2153 2411 
2161 2417 
2179 x 2423 
2203 || 2437 
2207 | 2441 
2213 | 2447 


J` 题 
“1 证 明 当 任意 一 个 整数 a 的 个 位 数 能 被 2 除 尽 时 。 则 这 
个 整数 是 2 的 倍数 . | | 

2. 证 明 当 任意 一 个 整数 a 的 个 位 数 能 被 5 除 尽 时 。 则 这 
个 整数 是 5 的 倍数 . x 

3. 证明 任意 一 个 奇数 的 平方 减 1 都 是 8 的 倍数 . 

4. 证 明 任意 四 个 连续 整数 的 乘积 加 1 必定 是 一 个 平方 


Zk. 
5. 证 明 当 a 是 整数 时 ， ¿Ca 一 1)(2a 一 .1) Æ 6 RÈR. 
6. 证 明 当 a EAR, ¿C 一 1) 是 24 NIER., 
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7. 证 明 一 个 整数 a “ 若 不 能 被 2 和 3 整除 ， 则 a? + 23 4 
能 被 24 除 尽 . 

8. 用 分 解 素 因数 的 方法 求 最 大 公 因 数 : 

G) 48, 84, 120. 

Gi) 360, 810, 1260, 3150. 

9. ARR AREA AAS: 

(i) 51425, 13310, 

(ii) 353430, 530145, 165186. 

Gi) 81719, 52003, 33649, 30107, 

10. 求 下 列 各 数 的 最 小 公 倍 数 : 

Gi) 391, 493, 

(ü) 209, 665, 4025, 

Gii) 1965, 1834, 30261, 55020. 

ll. Æ a, ë, n 是 下 整数 ,证 明 : 

G) Ca”, >p) = (a, b)". 

Gi) Cna, nb) = n(a, b). 
12. MAL-ART RA ARRIER T 列 最 大 公 因 


GOD 216, 64, 1000. 
Gü) 24000, 36000, 144000, 
13. ESR: 假设 和 2 是 任意 两 个 正 整 数 ,并 且 
a = pp pi, œ; 22 0, i=l, > eeta K... 
b= pbp pik. 620, i=1,2,-:, k, ` 
这 里 pocte’ u 为 不 同 的 素 因 数 . 叉 假设 y; ,是 和 B; 中 较 
小 的 数 , 8; 是 a, 和 Pi 中 较 天 的 数 , 则 
Ca, b) = pipi * * pk, 
Ía, by = pipi epik, 
14. 有 一 间 长 方形 的 屋子 长 5.25 米 , 宽 3.25 > , DTS 
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铺 地 , 要 恰好 铺 满 整 个 屋子 , 问 所 用 方 砖 最 大 边 长 是 多 少 ? 

15. 一 块 长 方 体 的 木料 长 3 尺 5 寸 7 分 WIRI 54, 
厚 8 寸 4 分 ,要 把 它 铝 成 同样 大 小 的 方 木 块 , 木 块 的 体积 要 最 
大 , 间 木 块 的 边 长 是 多 少 ? 

16. 甲乙 、 丙 三 个 班 的 学 生 人 数 分 别 是 54 人 ,48 人 和 72 
As 现 要 在 各 班 内 分 别 组 织 体育 锻 练 小 组 ,但 各 小 组 的 人 数 要 
相同 , 间 锯 练 小 组 的 人 数 最 多 是 多 少 ? 这 时 甲 、 乙 . 丙 三 班 各 
有 多 少 个 小 组 2? 

17. 一 箱 手榴弹 , 设 每 颗 手 榴弹 的 重量 都 是 超过 一 斤 的 整 
数 订 。 去 掉 箱子 重量 后 净重 201 斤 ， 然 后 拿 出 若干 里 手榴弹 
后 ,净重 183 斤 ,求证 每 颗 手 榴弹 的 重量 为 3 FT. 

18. 金星 和 地 球 在 某 一 时 刻 相对 于 太阳 处 于 某 一 确定 位 
置 ， 已 知 金星 绕 太 阳 一 周 为 225 日 ,地球 绕 太 阳 一 周 为 365 
日 , 问 这 两 个 行星 至 少 经 多 少 日 仍 同时 回 到 原来 位 置 上 ? 

19. 设计 一 种 底面 为 正方 形 的 包装 箱 ,装运 四 种 不 同 规格 
的 象棋 ,每 种 棋 盒 底面 都 是 正方 形 。 边 长 分 别 是 21 厘米 、12 
厘米 、14 厘米 和 10.5 厘米 ,要 使 包装 箱 不 论 装 运 那 一 种 规格 
的 象棋 都 能 铺 满 底面 , 问 包 装 箱底 面 的 边 长 至 少 为 多 少 厘米 ? 

20. 团体 操 在 表演 过 程 中 。 要求 在 队伍 变换 成 10 行 、15 
行 、18 行 、24 行 时 。 队 形 都 能 成 为 长 方形 。 问 参加 团体 操 表 
演 的 最 少 需要 有 多 少 人 ? 

21. 有 甲 \ 乙 、 两 、 丁 四 个 齿轮 互相 哮 合 。 齿 数 分 别 为 84， 
36, 60 和 48， 问 在 传动 过 程 中 同时 吐 合 的 各 齿 到 下 次 再 同 
时 彤 合 时 ,各 齿轮 分 别 转 过 多 少 圈 ? | 

22. 求 下 列 各 数 的 标准 分 解 式 : 

(i) 16500, 

Gii) 1452990. 

23, 假若 > 和 4 是 正 整 数 ， 并 且 V4 不 是 整数 、 证 明 
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Va 一 定 不 是 有 理 分 数 .( 有 理 分 数 就 是 不 等 于 整数 的 分 数 ， 
也 就 是 分 数 中 分 子 不 能 被 分 母 整 除 的 那些 分 数 .) 

24. 假设 ”次 代数 方程 

x? 十 px 十- H apt t an = 

的 系数 ats G>,b> °` `> än 都 是 整数 、 如 果 它 有 有 理 数 的 要 ,证 明 
这 个 根 一 定 是 整数 . i 
全 证 明 : 当 7 通过 一 切 自然 数 寺 ， 形 如 44 一 1 的 数 中 
包含 有 无 限 多 个 案 数 。 

26. 试 造 一 个 100 以 内 的 素数 表 ， 

27. 求 下 列 最 大 公 因 数 : 

(i) 435785667, 131901878, 

Gid 15959989, 7738. i 

28. 求 下 列 各 数 的 标准 分 解 式 : 

Gi) 174530187. 
~ (ü) 710352035484, 

Gi) 40528613317590, 

29. 请 证 明 F, = 22 + 1 不 是 素数 。 
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第 二 章 ” 数 的 进位 法 
$ 1. 进位 的 概念 


”在 生产 劳动 和 日 常生 活 中 , 数 的 进位 制 有 很 多 种 。 我 们 
最 常用 .最 熟悉 的 是 十 进 制 ,例如 十 寸 为 一 尺 , 十 尺 为 一 丈 , 十 
两 为 一 斤 等 ， 但 是, 日 常生 活 中 ,并 不 都 是 采用 十 进 制 的 。 例 
如 : 一 年 等 于 十 二 个 月 ,是 十 二 进 制 ; 一 小 时 等 于 六 十 分 , 一 
分 等 于 六 十 秒 , 是 六 十 进 制 ; 中 药店 的 释 一 斤 等 于 十 六 两 , 是 
十 六 进 制 ; 鞋 是 以 双 计算 的 ,一 双 等 于 二 只 ,是 二 进 制 ， 


$ 2. 数 的 十 进 制 


由 于 我 们 最 常用 .最 熟悉 的 是 十 进 制 ,所 以 数 的 写法 平常 
是 用 十 进位 的 。 在 十 进 制 计数 方法 中 共有 十 个 不 同 的 数字 符 
号 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 而 且 由 低位 向 高 位 是 “着 十 
进 一 ” 的 ,同一 个 数 所 在 的 位 数 相差 一 位 ,其 值 就 有 十 倍 之 差 . 
在 十 进 制 中 的 数 1 就 是 一 、10 就 是 十 、100 就 是 一 百 。 又 10 
是 1 的 十 倍 , 而 100 是 10 的 十 倍 .在 十 进 制 中 由 .0。1。2，3， 
4, 5, 6, 7, 8, 9 这 十 个 数字 符号 ， 加 上 正 负 号 、 小 数 点 等 就 
可 以 构成 一 个 数 。 考察 1977 这 个 数 ,通常 读 为 一 干 九 百 七 十 
七 ,说 得 详细 点 ,是 一 个 一 千 加 上 九 个 一 百 加 上 七 个 十 再 加 上 
七 。 用 数学 公式 表达 如 下 
1977 = 1 X 10: + 9 x 102 + 7 x 10 + 7, 
在 十 进 制 中 任 一 个 正 整数 Y 都 能 够 写成 
N = a, X 10" + a,-, XI0 一 十 .… + Q 
X 10° + a; X 102 + a X<10 +a (2.1) 
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Hh o < a; < 9, 而 i 是 0 到 x 中 的 任 一 个 整数 , 

例如 将 2345 写成 等 式 (2.1) BEARR, WA i 宇 4 时 有 
a; = 0, XE as = 2, a, = 3, a, = 4, a = 5, Bp 

2345 = 2 x 1¥ +3 X 102 + 4 X 10 + 5, 

在 十 进 制 中 , 由 于 利用 0, 1,2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 这 十 个 数 
字符 号 就 可 以 表示 出 任意 大 小 的 数 ,因而 十 进 制 被 普遍 应 用 ， 
似 平 没 有 必要 搞 其 它 进位 制 ， 事 实 上 在 电子 数字 计算 机 出 现 
以 前 ,除了 少数 数学 家 以 外 ,确实 没有 人 游 虑 其 他 进位 制 ， 但 
是 , 随 着 电子 数字 计算 机 的 出 现 和 发 展 , 除 十 进 制 外 , 其 他 进 
位 制 的 作用 愈 来 愈 显著 了 ， 


S 3. 数 的 二 进 制 


电子 数字 计算 机 中 数 是 采用 二 进 制 表示 的 。 在 二 进 制 计 
数 方法 中 , 只 有 二 个 数字 符号 0, 1, 而 且 由 低位 向 高 位 是 “着 
了 工 进 一 的, 同一 个 数 所 在 的 位 数 相差 一 位 , 其 值 就 有 二 倍 之 
差 。 所 以 , 在 二 进 制 中 的 数 0 就 是 零 ，1 就 是 一 , 10 就 是 二 ， 
100 就 是 四 ，1000 就 是 八 ,10000 就 是 十 六 , 100000 就 是 三 十 
—, 1000000 就 是 六 十 四 , 10000000 就 是 一 百 二 十 八 , 等 等 .由 
于 在 二 进 制 中 10 就 是 二 , 1 就 是 一 ,所 以 在 二 进 制 中 11 = 10 
+ 1 等 于 二 加 一 也 就 是 三 ， 由 于 在 二 进 制 中 100 就 是 四 , 10 
就 是 二 ,所 以 在 二 进 制 中 111 = 100 + 10 + 1 等 于 四 加 二 再 
加 一 ,也 就 是 七 。 对 于 同样 由 1111 这 四 个 数字 符号 所 组 成 的 
数 在 十 进 制 和 二 进 制 中 ,它们 所 表示 的 值 是 不 同 的 .在 十 进 制 
中 1111 就 是 一 于 一 百 - -十 一 , 但 在 二 进 制 中 1111 = 1000 十 
100 十 10 十 1 却 是 八 加 四 加 二 再 加 一 , 也 就 是 十 五 .以 后 当 g 
是 正 整数 而 8 不 等 于 10 时 , 我 们 将 用 (4a), 来 表示 4 是 用 &g 
进位 法 号 的 , 因此 Cah 是 表示 4 是 用 二 进位 法 写 的 。 为 了 方 
便 起 见 , 当 a 是 用 十 进位 法 写 时 ， 我 们 还 用 平常 的 号 法 , 也 就 

`: 人 


> 


-2 


. 所 以 以 后 没有 加 括号 的 数 , 都 表示 是 用 十 进位 法 写 的 ， 

在 电子 计算 机 中 采用 二 进 制 是 因为 这 种 进位 制 共有 下 

面 的 优点 : 
一 、 我 们 知道 , 二 进 制 数 只 有 0, 1 两 个 数字 符号 ， 十 进 

制 数 却 有 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 十 个 数字 符号 . 电子 计 
算 机 不 可 能 象 人 一 样 , 一 了 眼 就 识别 这 十 个 符号 ， 在 计算 机 内 
只 能 用 物理 元 件 的 不 同 稳定 状态 来 表征 这 些 不 同 符号 . 
此 ， 对 于 一 个 十 进 制 数 就 需要 一 个 具有 十 种 不 同 稳定 状态 的 
物理 元 件 ， 对 于 一 个 二 进 制 数 只 要 一 个 具有 二 种 不 同 稳定 状 
态 的 物理 元 件 即 可 . 显然 在 自然 界 里 , 后 一 种 物理 元 件 是 较 
普遍 存在 的 ,也 就 是 说 是 容易 实现 的 .例如 电灯 的 亮 -与 8” 
和 开关 的 接 通 与 断 开 都 是 电灯 和 开关 的 两 种 不 同 稳定 状 
态 , 如 果 用 " 亮 或 “ 接 通 "表示 1, 则 “有 瞳 " 或 “ 断 开 ” 就 表示 0, 
及 以 用 电灯 或 开关 就 可 以 表示 一 个 二 迁 制 数 . 

二 、 采 用 二 进 制 ,可 以 用 较 少 的 物理 元 件 表 示 较 多 的 数 ， 
所 以 采用 二 进 制 可 以 节省 设备 而 使 电子 计算 机 的 结构 比较 简 
单 , 也 有 利于 工作 可 靠 性 的 提高 . 

三 、 二 进 制 数 的 四 则 运算 和 十 进 制 数 相同 ， 因 为 它 只 有 
0 和 1 两 个 数字 符号 ,因此 只 要 记 住 “ 疾 二 进 一 ” 的 原则 ,就 可 
以 进行 任何 运算 了 。 


$ 4. 十进制 数 和 二 进 制 数 的 相互 换算 
由 于 电子 数字 计算 机 中 的 数 是 采用 二 进 制 的 ， 因 此 要 在 
电子 数字 计算 机 进行 运算 时 ， 必 须 首 先 把 需要 运算 的 十 进 制 
数 “翻译 ?成 二 进 制 数 输入 到 机 器 中 ; 计算 所 得 到 的 二 进 制 数 
结果 也 必须 “翻译 ”成 十 进 制 数 再 输出 给 和 人们 。 因 此 必须 掌握 
这 两 种 计数 制 相互 换算 的 方法 . 
例 1 用 二 进 制 数 表 示 十 进 制 的 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7， 
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8, 9 这 十 个 数字 符号 . 
解 0 一 (0);, 1 = (i)z 2 = (10);, 
3 = 2 + 1 = (10); + (1), = (11),, 
4 = (100),, | 
5 = 4 + 1 = (100), -+ (1), = (101);, 
. 6 = 4 + 2 = (100), -+ (10): = (110); 
7 = 6 -+ 1 = (110); + (1); = (1112 
8 = (1000),, 
9 = 8 + 1 = (1000), + (1); = (1001). 
这 里 介绍 一 种 基于 下 表 的 对 应 关系 。 采 用 试 减法 来 将 十 
进 制 数 转换 成 二 进 制 数 . 
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R 次 3 数 值 | R 次 3 | H 和 值 
1 2 9 512 
2 4 10 1024 
3 8 Il 2048 
4 16 12 4096 
5 32 13 8192 
6 | 64 14 16384 
7 128 : 
8 


256 


@J2 24 化 为 二 进 制 数 等 于 什么 ? 

f 由 表 1 的 数值 那 一 列 知道 不 大 于 24 的 最 大 数 是 16 
Mi 2t = 16, H 24 一 16 一 8 和 由 表 1 的 数值 那 一 列 知 道 不 
大 于 8 的 最 大 数 是 8, 而 有 2: 一 8。 由 于 

24 = 16 + 8 = 1 X 21 4- 1 X 2° + 0 X 2: + 0 X 2 + 0, 
所 以 《24) = (11000), 
例 3 92 化 为 二 进 制 数 等 于 什么 ? 
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解 ” 由 表 1IL 的 数值 那 一 列 知道 不 大 于 92 的 最 大 数 是 64， 
mA 2 = 64, 由 92 一 64 = 28, 再 由 表 1 的 数值 那 一 列 知 
道 不 大 于 28 的 最 天数 是 16, 而 有 2: 二 16, H28 — 16=12, 
再 由 表 1 的 数值 那 一 列 知道 不 大 于 12 的 最 大 数 是 8, 而 有 
23 一 8。 由 12 一 8 一 4, 再 由 表 1 的 数值 那 一 列 知道 不 大 于 
4 的 最 大 值 是 4, 而 有 22 一 4， 由 于 

92 = 64 + 16 +8 + 4 = 1 X 2$ + 0 Xx 25 

+ 1 X 21 + 1 X 2: + 1 X 2 + 0 X 2 + 0, 
所 也 92 = (1011100).. 

现在 再 介绍 另外 一 种 不 用 表 1 而 直接 将 十 进 制 数 转换 成 
二 进 制 数 的 方法 . 设 十 进 制 数 4 为 正 整 数 , 又 设 a 化 为 二 进 
制 数 为 (brnbn—1** ` bibo0)2, 则 我 们 有 

a = b, X 2" + b, X21 二 bX2+ b. 

为 了 求 出 等 式 右 端的 各 系数 ,我 们 将 等 式 两 端 均 除 以 2, 得 到 
2 二 2 

根据 两 个 相等 的 有 理 数 其 整数 部 分 和 分 数 部 分 必 分 别 相等 的 

道理 ,我 们 看 出 a 除 以 2 后 所 得 的 余数 就 是 名 ， 同 样 的 道理 ， 


将 二 的 整数 部 分 再 除 以 2, 所 得 的 余数 就 是 与 。 依 此 类 推 ， 
这 样 就 可 以 得 到 bos bis ---, bas MTERA (nba 520 
例 4 ”19 化 成 二 进 制 数 等 于 什么 ? 
R 19--2 一 9 十 因为 除 后 余数 是 1, Kh = l. 


9 2= 4 + 因为 除 后 余数 是 1, W b, — 1. 


4 — 2 = 2 十 0， 因为 除 后 余数 是 0, W b, == 0. 
2 一 2 一 十 0， 因 为 除 后 余数 是 0, 故 包 一 0， 
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1 — 2 = >> 因为 除 后 余数 是 1, 故 包 一 1， 


于 是 19 用 二 进 制 数 表 示 就 是 (10011),. 
”至 于 二 进 制 数 转 换 成 十 进 制 数 ,方法 就 比较 简单 了 ,只要 
把 它 用 2 的 乘 次 方 的 多 项 式 表 示 , 求 出 结果 就 行 了 。 
例 5 《10011); 化 成 十 进 制 数 等 于 什么 ? 
解 (10011>;,= 1 x 2:+ 0 X 2 + 0 x 22 + 1 
x 2 + 1 = 19. 
例 6 (110101 化 成 十 进 制 数 等 于 什么 ? 
解 (110101), =1 x 2 3-1 x 244+-0 x 2: + 1 
x 22 + 0 Xx 2+ 1= 32 + 16 + 4 
+ 1 = 53. 


$ 5. 数 的 八进制 


事物 总 是 一 分 为 二 的 ， 二 进 制 数 虽然 具有 上 述 值得 被 电 
子 计算 机 采用 的 优点 ,但 也 存在 有 某 些 缺点 . 

二 进 制 数 的 一 个 缺点 是 :人 们 通常 使 用 的 是 十 进 制 数 ,对 
于 二 进 制 数 就 很 不 习惯 ， 当然 这 个 缺点 不 是 主要 的 ,多 接触 
后 也 就 会 从 不 习惯 转化 为 习惯 了 ， 何 况 电 子 数字 计算 机 借助 
于 计算 程序 都 能 自动 实现 十 进 制 数 与 二 进 制 数 之 | 则 的 相互 转 
换 ,使 用 者 就 更 不 必 担 心 不 习 局 了 . 

二 进 制 数 的 另 一 个 缺点 是 : 表示 同一 个 数值 。 采 用 二 进 
制 数 所 需 的 位 数 较 多 。 例 如 1023 共 四 位 ,用 二 进 制 数 表示 是 
《li1111111117:， 共 十 位 , 读 写 和 观察 都 非常 不 便 . 

在 编制 计算 程序 及 控制 台 的 实际 工作 中 ， 为 了 弥补 这 一 
不 足 ， 在 二 进 制 的 基础 上 人 们 还 采用 了 八进制 和 十 六 进 制 的 
表示 方法 ,其 中 风 八 进 制 用 得 最 多 . 

”八进制 具有 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 等 八 个 数字 符号 , 由 
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低位 向 高 位 是 “着 八 进 一 ”的 ,同一 个 数 所 在 的 位 数 相 差 一 位 ， 
HAERA Z ERITA Ca) 来 表示 4 是 用 八进制 
法 写 的 ), 所 以 在 八进制 中 有 
(0)s = 0, (C1)s = 1, (2)s = 2, (3), = 3, 
(4)s = 4, (5)s = 5, (6) = 6, (7)s = 7, 
(10), = 8, (100), = 8%82 = 64, 
(1000), = 8: = 512, 
(10600), 一 84 一 4096,……… 。 
又 有 
(11)s 一 (10) + O) 一 8 十 1 一 9， 
(12), = (10), + (2); = 8 + 2 = 10, 
(13), =.(10), + Gh = 8 + 3 = Il, 
(14), = (10), + (4), = 8 + 4 = 12. 
@ 7 (736)s 化 为 十 进 制 数 等 于 什么 ? 
解 (736) =7 X R3 X 8-4- 6 = 448 + 24 
+ 6 = 478, | 
@ 8 (1712) 化 为 十 进 制 数 等 于 什么 ? 
解 (1712 =1 X 88 + 7X 92 -+ 1 x 8 + 2 
== 970, 
现在 介绍 一 种 将 十 进 制 数 转 换 成 八进制 数 的 方法 。 设 十 
进 制 数 < 为 正 整 数 , 又 变化 为 八进制 数 为 《sp bibo) 
则 我 们 有 
a = b, X 8" + bpa X 8=—1 + ... HA XBA 
为 了 求 出 等 式 右 端的 各 系数 ， 我 们 将 上 面 的 等 式 两 端 均 除 以 
8, 得 到 | 
b 


= = b, X $" + bama X BT Ho t b H 


根据 两 个 相等 的 有 理 数 其 整数 部 分 和 分 数 部 分 必 分 别 相等 的 
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道理 , 我 们 看 出 a 除 以 8 后 记得 的 余数 就 是 %.。 PERNA 
将 — 的 整数 部 分 再 除 以 8, 所 得 的 余数 就 是 如 ， 依 此 类 推 ， 


这 样 就 可 以 得 到 b, Žas * tts 5。 从 而 得 到 Cabani 60), 
例 9 将 117 化 为 八进制 数 等 于 什么 ? 
解 由 :一 14 十 二 得 到 加 一 5， 由 二 一 1 十 全 得 
Fj ó, = 6, h= 1, 
RE 117 = (165). 
例 10 将 92 化 为 八进制 数 等 于 什么 ? 


iR H = 11 + Eam, 
hE =i + — f88l 2, = 3, b, = 1, 


RI 92 = (134). 
如 条 要 将 一 个 二 进 制 数 转换 成 八进制 数 ， 可 先 将 这 个 二 
进 制 数 的 数字 从 右 向 左 依次 将 每 三 个 数字 分 为 一 组 ， 最 后 一 
组 不 够 三 个 数字 时 可 在 前 面 添加 0, 使 成 三 个 数字 ,再 将 每 一 
组 和 八进制 数 中 的 一 个 数字 进行 转换 ， 转 换 时 可 使 用 下 面 的 
AF 
《0) = 0 = (0); = (000); 
G) = ] = G): = (001); 
(2) = 2 = (10); = (C010),, 
G) = 3 = (11); = (011); 
(4), = 4 = 《10072， (2.2) 
G) = 5 = (101);, 
(6) 一 6 = (110); 
(7), = 7 = (ii), 
例 11 将 C101001); 化 为 八进制 数 , 
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E ”第 -一 步 先 将 这 个 二 进 制 数 依次 分 成 三 个 数字 为 一 
ZH, C101001), = (101 001), 然后 使 用 《2.2) 式 中 的 式 子 
(101); = (5 )s, (00122 == (l), 

天 得 | C101001); = (51)... 

例 12 将 (111001101010) 化 为 八进制 数 ， 

E 第 一 步 先 将 这 个 二 进 制 数 依次 分 成 三 个 数字 为 一 给 
(111001101010), = (111 001 101 010) 然后 使 用 (2.2) 式 
中 的 式 子 

(111); = (7), (001); = (1), 
(101): = (5 )s， (010); 一 (2) 
即 得 
(111001101010), = (7152). 

如 有 要 将 一 个 八进制 数 转换 成 二 进 制 数 ， 可 以 将 这 个 八 
进 制 数 的 数字 依次 和 每 三 个 数字 为 一 组 的 二 进 制 数 进行 转 
换 ,转换 时 还 可 以 使 用 (2.2) 式 中 的 式 子 。、 | 

例 13 j (573), 化 为 二 进 制 数 . 

解 ” 使 用 (2.2) 中 的 式 子 ,我 们 有 

(5) == (101): 
(7), = C111);, 
(3 ), 一 (011);, 
六 得 
(573) s = C(101111011);, 
例 14 将 (2175)s 化 为 二 进 制 数 。 
E ”使 用 《2.2) 中 的 式 子 ,我 们 有 
(2); = (010), (1)s = (901), 
(7), = (1 11); (5)s 一 《101 );, 
PHS | 
(2175), = (010001111101); = (10001111101), 
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$ 6. 二 进 箱 的 加 法 和 乘法 


我 们 在 小 学 里 都 学 习 过 乘法 九 九 品读 ， 要 篆 熟 这 个 九 九 
口诀 ,实在 是 一 件 很 壮 音 的 事情 ， 但 一 旦 熟 记 了 这 个 口诀 ,做 
起 乘法 和 除法 来 就 会 得 心 应 手 . f 

与 此 相同 ,在 二 进 制 中 进行 加 减 乘除 四 则 运算 时 ;我们 也 
要 使 用 加 法 与 乘法 的 运算 规则 。 首先 , 我 们 介绍 加 法 运算 规 
则 ,如 下 表 所 示 : 


O) + O) 一 (0); 
《0) + =A) 
(1) + O= (1), 
(1); + CDP = (10); 


下 面 是 使 用 此 规则 进行 加 法 运算 的 例题 . 


(1 0) (101) (11) 

+ (11) + (10); | + (i) 
(101); ， (111)? Ci 10)? 
(101); (11 0); (1000); 

+ (11) + (101) + (111) 
(1000)? (1011)° (1111); > 
(1001) (1111), (1111) 
+ (1101) + (110), . + lii} 


(1011 00), ° (10101), ° (10110),° 

现在 我 们 已 经 熟悉 了 二 进 制 的 加 法 运算 ; 接 下 去 ,我 们 就 
要 讲述 二 进 制 的 乘法 运算 .在 二 进 制 中 与 (0), 相 乘 时 ,和 十 
进 制 相同 ,乘法 运算 规则 如 下 表 所 示 : 
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(0); < (0 = (03; 
(0); x (1); = (0); 
(1) x (0), = (0); | 
(1); x (G) = (1): 


轩 一 下 下 面 所 举 的 例题 ,就 可 完全 掌握 其 乘法 方法 . 


TEON (101); (111) 
x (1); x (1); x (1) 
Tane Taone TaD. 
(11); (101) (101), 
x (10) x (10) x (ll) 
(00), (000), (101), 
+ (110); + (1010) + (1010) 
Glo’ (1010)? (1111), 
(1100) | (1110) 
>x (1 O); | X Gih 
+ (11000) + (11100) 
(11090), (101010) `° 


| $ 7. 二 进 制 的 减法 
在 说 明 减 法 运算 之 前 ， 让 我 们 先 来 举 碱 法 运算 方法 的 例 


+. 


(11) (101) (111) 
— (1); — C) 一 v 13 
(10); ° (100)? . (1109)? 


(1 1 0); (1 0) (1 0 0); 


— Go) — G — G) 
(1 0 0); ° (1)? (11)? 
(190) (101); (110) 

— GD = 0A 一 G 

G)? Q 0)? | (1 1); 


正如 您 所 洗 E 斗 的 , 闷 法 没有 象 加 法 那 洋 容易 , 当 遇 到 0 一 
1” 的 情况 时 :就 需要 向 上 位 E. 在 二 进 制 中 ,， (10); = (1); 
+ Oj, 所 以 从 上 位 借 来 的 “17” 应 是 Ot O), Dh 
成 法 ,似乎 比如 法 和 乘法 麻 硕 ,不 过 在 电子 计算 机 中 也 有 使 其 
简化 的 方法 ,这 便 是 使 用 补 数 ， 

我 们 在 十 进 制 数字 的 计算 中 , 如 减 9 (或 99) 之 类 的 数字 
时 ,往往 先 减 掉 10 (或 100),， 然 后 再 加 上 1, 这 桩 的 简化 方法 
上 且 古 以 米 就 在 心算 中 经 常 使 用 着 . 

由 于 10 — 7 = 3, 所 以 我 们 说 7 的 补 数 是 3. 由 于 100 一 
89 = 11, 上 所 以 我 们 说 89 的 补 数 是 11， 如 果 a 是 一 个 正 整 数 
mre 是 一 个 非 负 整数 并 有 105 二 a < I0"t:, 则 我 们 说 a 的 补 
” 数 是 10 ti 一 2 

H 12 222 7 j (12 一 7),， 可 首先 求 出 减 数 7 的 补 数 .由 
于 10 一 7 一 3, 所 以 7 的 补 数 是 3. 然后 被 碱 数 12 加 上 了 碱 数 

7 的 计数 3 得 15( 即 12 十 3 一 15)， 再 线 去 10 而 但 到 5, 这 

就 是 12 RE 7 时 的 答案 . 

设 a Ñ p RELER, a> bn 10 一 5 一 104， 其 中 
n 是 一 个 非 负 整 数 ， 我 们 可 以 将 a — b 变换 成 如 下 的 形式 ; 

被 减 数 a 十 减 数 志 的 补 数 一 10 和 7 

ED | 
q — b = a TC — b) e 10251: 
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例如 
127 — 74 = 127 + 26 — 100 = 53, 
369 — 87 = 369 + 13 — 100 = 282, 
1025 — 787 = 1025 + 213 — 1000 = 238, 
10127 — 9974 = 10127 + 26 — 10000 = 153, 

二 进 制 的 补 数 与 十 进 制 的 补 数 有 些 相似 ， 由 于 (10), 一 
(1), = (1), 所 以 我 们 说 (1); 的 补 数 是 (1)s， 由 于 (100), 一 
(10); 一 《10),， 所 以 《10); 的 补 数 是 (10);。 由 于 《100), 一 
(11), 一 《1);，。 所 以 (11); 的 补 数 是 (1);。 如 来 4 之 3 而 
《aia2*，* 644 并 是 一 个 二 进 制 数 ， 则 我 们 说 《asa2' ân): 的 补 数 
是 

(100...0), — (aa: * *a,)a5 
其 中 (100… :07 是 由 一 个 1 和 ?= 个 0 所 构成 的 ， 当 之 3 时 
K TRR Caa an) 的 补 数 ,我 们 可 用 下 面 方 法 来 
求 补 数 . 

(1) 当 a, = 1 Ff, ER a 不 变 外 , 在 a1，a2，*…ao-i 中 所 
有 a; 是 0 的 都 变 成 1, 而 所 有 a 是 1 的 都 变 成 0。 由 这 种 方 
法 所 得 到 的 二 进 制 数 就 是 Caa tan) 的 补 数 ， 

例如 (101); 的 补 数 是 〈《011) 一 《11);。 (11) 的 补 数 是 
(01); = (1), (1001); 的 补 数 是 (0111): 二 (111).。(1011) 
的 补 数 是 C0101): = (101), | 

(2) 当 oo 一 0 时 ,在 (ca …as); 中 从 右 往 左 看 , 则 在 出 
现 1 以 前 所 有 的 0 及 其 第 一 次 出 现 的 1 都 不 变 ， 而 后 各 数 巡 
0 变 成 1, B 1 则 变 成 0. 用 这 种 方法 所 得 到 的 二 进 制 数 就 是 
(ada an) 的 补 数 . | | 

例如 (110), 的 补 数 是 《4010), 一 《10);, 而 《1100), 的 补 
数 是 (0100): = (100). 

下 甬 : 我 们 利用 补 数 来 进行 二 进 制 贼 法 运算 。 
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例 15 K (1101), — (1011; = ? 
解 ” 先 求 (1011); 的 补 数 , 得 到 (0101): = (1013, 然后 
将 包 Q 威 数 (1101); 加 上 补 数 而 得 到 
(1101); 
+ (101) 
然后 再 碱 去 (10000),, 便 可 求 得 此 减法 的 答案 
(10010), | 
— (1 0 0 0 0); 
(1 0° 
例 16 K (1011); — (101), =? 
解 ” 先 求 (101); 的 补 数 ,得 到 (011), = (113,, 然后 将 被 
碱 数 (1011), 加 上 补 数 而 得 到 
(1011) 
+ (11) 
(1110) ° 
然后 再 减 去 41000):。 便 获得 此 减法 的 答案 ， 
(1110; 
— (1 0 0 0); 
例 17 求 (11101), 一 (1011 = ° 
A ER GOL 的 补 数 , 得 到 (0101), = (1013, 然后 
将 被 减 数 (11101》 加 上 补 数 而 得 到 
l (11101); 


(100010)? 
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然后 再 减 去 410000)， 便 获得 此 减法 的 答案 
(100010) 
\ — (10000) 


=— -—  . . e e e ma — — i 


(1001 0) * 


$ 8. 二 进 制 的 除法 


二 进 制 中 的 除法 运算 ,首先 是 比较 二 数 的 大 小 ,然后 由 减 
法 运算 来 求 商 , | 
(1001) -— (11), =? 
现在 ,让 我 们 用 二 进 制 的 普通 除法 运算 来 或 上 式 的 商 ,得 
(11); 
(11),) (1001); 
— (1 1 0); 
CENA 
— (1 1): 
(0) ° 
在 计算 上 式 前 ， 我 们 首先 要 比较 被 除数 C1001) 的 前 二 
位 数 ( 从 左 向 右 ,在 这 里 即 102 与 除数 (112; (在 这 里 即 11289 
大 小 ,因为 10 < 11, 所 以 先 用 (100); 来 被 (11); 除 . 
下 面 , 再 举 一 个 例子 


(11) 

(101) (1111), 

— (1010) 

(101); 

— (101) 

(0),° 

但 是 , 除法 可 以 用 减法 来 代替 。 例如 100 被 10 除 , 这 就 
意味 着 在 100 中 包含 有 多 少 个 10， 所 以 , 从 100 中 一 次 又 一 
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RERE 10, 直到 减 完 ,其 减 去 的 次 数 便 是 商 . 
在 二 进 制 中 ,除法 用 减法 代替 ,而 减法 则 又 可 使 用 补 数 来 
求 答 案 . 
例 18 sK (1111), + (101); = ° 
解 ”首先 求 除数 (101): 的 补 数 ,得 到 (011), = (1125 然 
后 将 被 除数 (1111); 加 上 补 数 (11); 而 得 到 


(1111) 
+ (11), 
(10010), ° 


然后 再 减 去 41000):， 便 获得 第 一 次 减 去 除数 后 的 余数 , 即 
(19010); 
— (1000), 
 (1010);° 
然后 再 将 余数 (1010) 加 上 补 数 《11); 再 碱 去 《1000),， 便 获 
得 第 二 次 减 去 除数 后 的 余数 , 即 
| (1010) 
+ (11); 
(1101) 
— (1 0 0 0); 
(I 01); ° 
然后 再 将 余数 (1013; 加 上 补 数 (11), 再 减 去 (1000),，。 便 获得 
第 三 次 减 去 除数 后 的 余数 
(101) 
+ (11); 
(1000); 
— (1000) 


. 5] + 


不 难看 出 ,因为 总 共 减 了 三 次 刚好 减 完 。 其 商 是 3。 最 后 

将 十 进 制 数 3 变换 成 二 进 制 数 而 得 (11);, 所 以 
(1111); + (101); = (11), 

例 19 R (101101); — (1111); =? 

解 ” 首 先 求 除数 《1111) 的 补 数 ， 得 到 (0001), = (1), 
然后 将 被 除数 (101101) 加 上 补 数 (1); 再 三 去 (10000),。 便 
获得 第 一 次 问 去 除数 后 的 余数 , 旭 

(101101); 

+ (1); 
(101110) 

一 (10000); 
(11110); °? 


然后 再 将 余数 (11110), 加 上 补 数 (1); 再 减 去 (10000),, 便 获 
得 第 二 次 咸 去 除数 后 的 余数 , 刚 
(11110) 
十 (1); 
 (Tll11), 
— (10000), 
(1111) 


然后 再 将 余数 (1111); 加 上 补 数 (1); 再 减 去 (10000), 便 获 
得 第 三 次 减 去 除数 后 的 余数 , 即 
(1111), 
十 (1); 
(10000), 
— (10000), 
S í (O): 
不 难看 出 , 因为 总 共 减 了 三 次 刚好 减 完 , 其 商 是 3, 最 后 
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将 十 进 制 数 3 变换 成 二 进 制 数 而 得 《11);, 所 以 
(101101), — (1111) = (11),. 
注意 : 小数 也 能 用 二 进 制 ( 或 八进制 ) 表 示 ， 共 原则 也 是 
“ 并 二 进 一 ”( 或 “ 达 八 进 一 ”), 而 相互 换算 和 四 则 运算 都 相似 
于 整数 时 的 情况 。 由 于 数论 主要 是 研究 整数 的 性 质 , 所 以 关 
于 这 方面 我 们 不 讲 ， 在 笔算 时 ,对 于 二 进 制 中 的 数 ,如 采用 惯 
用 的 减法 和 除法 运算 ， 当 过 到 “0 一 P 的 情况 时 而 向 上 位 从 
“1 ”似乎 比 使 用 补 数 方 法 运算 起 来 简单 ， 但 是 在 电子 计算 机 
中 ,这 样 做 将 变 得 非常 麻烦 ,所 以 在 电子 计算 机 中 都 采用 了 使 
用 补 数 的 方法 ,也 就 是 说 , 由 于 使 用 了 补 数 , 减法 和 除法 实质 
上 都 由 加 法 来 计算 , 从 而 使 电子 计算 机 的 构造 大 大 地 简化 了 ， 
习 题 
L 把 下 列 各 十 进 制 数 化 为 二 进 制 数 : 
Gi) 420, Gi) 2640. 
2. 把 下 列 各 二 进 制 数 化 为 十 进 制 数 : 
Gi (111111),, Gi) C11100001),. 
3. 把 下 列 各 十 进 制 数 化 为 八进制 数 : 
Gi) 420, Cii) 2640. 
4. 把 下 列 各 八进制 数 化 为 十 进 制 数 : 
(i) (256)s, (uú) (11300). 
5. 把 下 列 各 二 进 制 数 化 为 八进制 数 : 
Gi) (101101101),, Gi) (101011001101001),. 
6. 把 下 列 各 八进制 数 化 为 二 进 制 数 : 
Gi) (401);, Gi) (1270). 
7. 求 下 列 各 二 进 制 数 的 加 法 运算 结 末 : 
CGD (1001), + (101), + (1111); + (111); =? 
Gi) (101011), + C10011) + C1111) = ? 
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8. 求 下 列 各 二 进 制 的 乘法 运算 结果 : 
(i) (111) X (101) = ? 
(ü) (1001), X (111), x (101); = ? 

9. 求 下 列 各 二 进 制 的 减法 运算 结果 ; 
(i) (1010111); — (11001); — (11110); = ? 
Cii) (10110001), — (1101100), — (11110) 一 2 

“10. 求 下 列 各 二 进 制 数 的 除法 运算 结果 : 

Cid (1100011), = (100001),= ° | 
(ü) C110001), + CGl11I)D; =? 
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第 三 音 一 部 分 不 定 方程 


伟大 的 革命 导师 号 殉 思 从 无 产 阶 级 革命 斗争 的 需要 出 
发 ,十 分 注意 研究 自然 科学 ， 在 几 十 年 间 , 他 对 于 一 部 分 不 定 
方程 作 了 不 少 研究 .他 曾经 解答 了 下 面 的 题目 : CIEUX 
学 手稿》) 

例如 有 30 个 人 ,其 中 有 男人 ,女人 和 小 孩 , 在 一 家 小 饭馆 
里 共 花 了 50 先 令 ; 每 个 男人 花 3 先 令 , 每 个 女人 2 先 令 ,每 个 
小 孩 1 先 令 ; 间 男人 ,女人 和 小 孩 各 有 多 少 ? 

RH z. y, z 分 别 代 表 男 人 人、 女人 和 小 孩 的 个 数 , 就 得 到 
下 面 的 方程 | 


r + y + z = 30. (1) 

3x + 2y + < = 50, (2) 
Ht (2) 式 碱 去 (1) 式 就 得 到 

2x + y = 20, (3) 


我 们 要 解决 这 个 问题 ,就 是 要 求 出 〈《37 式 的 非 货 整数 解 ,但 是 
(3) 式 不 过 是 二 元 一 次 不 定 方程 的 一 个 具体 的 例子 ,所 谓 二 元 | 
一 次 不 定 方 程 的 一 般 形 式 是 

ax + by = c, (4) 
其 中 a, b, c 都 是 整数 ,在 这 一 章 中 我 们 的 主要 目的 是 讨论 二 
元 一 次 不 定 方程 有 整数 解 的 条 件 及 其 解法 。 | 


$ 1. 一 元 不 定 方 程 


我 们 先 来 讨论 一 元 一 次 不 定 方程 
ax + a, == 0, (5) 
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这 里 我 们 假设 a 和 a 都 是 整数 ,很 明显 ,《5) 式 的 解 是 
xz = 一 
di 
只 有 在 能够 被 a, 整除 的 时 候 , 它 才 是 整数 , 由 此 可 知 , 《5》 
式 不 是 随时 都 有 整数 解 的 。 例如 
3x — 27 = 0 Ñi 5x = 21 
这 二 个 方程 中 ,第 一 个 方程 具有 整数 解 x = 9, 而 第 二 个 方程 
就 不 可 能 有 整数 解 ， 
在 次 数 高 于 一 的 不 定 方程 中 ,我 们 也 明 到 同样 的 情形 ;二 
次 方程 
| 22 + x—2=0 
具有 整数 解 x, = 1, x=, = 一 2; 二 次 方程 
o x — 4x + 2 = 0 
ME AS RREA ERI A ERS ZAR rH bJ— ARE 2 + 
V 2 , 另外 的 一 个 解 是 2 一 V 2 ,而 这 二 个 解 都 是 无 理 数 ， 
ik n Z 2, Ifl n, as, Gis … *, a, 都 是 整数 . 关于 求 出 整数 
系数 的 ”次 方程 | 
a,x” + apat t e 十 bx 十 ao 一 0 (6) 


的 整数 解 ， 这 个 问题 是 很 容易 解决 的 。 事 实 上 ,， 设 x 一 “是 . 
《6) 式 的 整数 解 , 那 么 
a,” 十 art + +. + a, + a, = 0 
a = —al a,” 十 apm"? 十 + a). (7) 


从 as ** °, a, 和 < 都 是 整数 和 从 《7) 式 中 可 以 看 出 ，eo 能 被 
e 除 尽 ; 由 此 可 知 (6) 式 的 每 一 个 整数 解 都 是 《6) 式 中 的 ao 
的 因数 . 因此 要 求 出 (6) 式 的 整数 解 就 应 从 a, 的 因数 中 去 挑 
选 出 那些 整数 ， 它 能 够 整除 a。， 并 使 (6) ARI, 这 些 整数 
EC) 式 的 整数 解 ， 例如 方程 

xX -- x? + 2x' + 2 = Ú 
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中 的 o = 2, 2 的 因数 共有 四 个 ， 即 1, —1, 2 和 一 2， 其 中 
只 有 一 1 是 这 个 方程 的 解 ， 而 1，2， 一 2 都 不 是 这 个 方程 的 
解 ， 由 此 可 知 , 这 个 方程 共有 唯一 的 整数 解 = 一 一 1. 又 例如 
方程 
x 一 x 二 3x 十 一 + 十 3 二 0 

中 的 a = 3, 3 的 因数 共有 四 个 , 即 1, 一 1, 3 和 一 3, 但 是 由 
于 这 四 个 整数 都 不 是 这 个 方程 的 解 。 因 此 这 个 方程 不 可 能 有 
整数 解 . 


$ 2. 二 元 一 次 不 定 方程 
我 们 将 讨论 二 元 一 次 不 定 方 程 
ax + by = c, (8) 
这 里 a 和 4。 是 零 以 外 的 整数 , 而 “ 是 任意 的 整数 。 因为 所 求 
的 zx, y 可 以 是 正 整 数 或 负 整数 , 所 我 们 可 以 只 讨论 es, b 都 
是 正 整 数 的 情形 。 我 们 首先 讨论 “。 = 0 时 的 情形 , 即 
ax + by = 0, | (9) 
如 果 a 和 45 的 最 大 公 因 数 是 4, If d > 1, El Ca, b) = d>1, 
则 可 用 4 来 除 (9) R, 这 样 z, y 的 系数 就 变 成 互 素 之 数 ， 所 
以 我 们 可 设 《a, b) 一 1。 解 这 个 方程 ,就 得 到 
z = — / 


很 明显 , 当 ? 被 “整除 时 ,在 这 种 情形 也 只 有 在 这 种 情形 ,(9 ) 
式 才 具有 整数 解 。 由 于 一 急 整 数 y 是 4 的 倍数 时 , 都 可 以 表 
IRER 

y = at, 


这 里 z 可 以 取 任 意 整数 值 人 一 0, +1, +2, )) fe y == at 
代入 * = 一 22, 则 有 
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于 是 我 们 得 到 (9) 式 的 一 切 整数 解 的 公式 
x= —bt, y= a, (一 0, 士 1， 土 2,，.……). 
当 c o0 而 是 一 个 负 整 数 时 , 则 可 用 一 1 38 C8) 式 : 这 
FE (8) 式 右 边 就 变 成 正 整 数 了 。 当 《8Jj 式 右边 是 正 整 数 时 , 则 
加 所 求 的 x, y 可 以 是 正 整数 或 负 整数 , 所 以 我 们 可 以 只 讨论 
a, b 也 都 是 正 整数 的 情形 。 我 们 将 假定 Mb EERI. T. 
KE, 如 果 a 和 2 的 最 大 公 因 数 d = (a, b) > 1, 则 等 式 
a = ad, b= bd, Cand) =l 
成 立 , 因 而 《8) 式 就 具有 这 样 的 形式 
d(aix + by) = ec. (10) 
所 以 只 有 在 < 能 被 4 整除 时 ,(8) 式 才能 够 具有 整数 解 , 也 就 
是 说 当 4 Tl b 的 最 大 公 因 数 a 不能 够 整除 < 时 ,，(8) 式 没有 
EARE. 5 ajc 时 , 设 c = cd, 则 由 (10) 式 有 
ax + by = c, (la b) = 1, 
所 以 对 于 《8) 式 来 说 ,我 们 可 以 假设 (4, ¿) = 1. 
引 理 1 如 果 4 和 5 是 二 个 互 素 的 正 整数 , 则 一 定 存在 
有 二 个 整数 <, y 使 得 
ax + by = 1, 
证 本 引 理 的 证 明 见 习题 8. 
现在 我 们 举 些 具体 例子 来 说 明 ， 怎 样 来 求 这 二 个 整数 x 
和 >. | | 
例 1 iN Ge, 83) 一 1， 故 由 引 理 1 — E 8 — T3S $X x, 
y 能 使 
36x + 83y = 1 
RIK z, y. 
解 ” 由 于 
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83= 2 Xx 36 + 11, 36= 3 X 11 + 3, 
ll=3x 342, 3=2+1, 
而 得 
]=3—2=3—(1 —3Xx3)=4x 3 —11 
= 4 x (36 — 3 X 1123 — 11 = 4 X 36 — 13 X 11 
4 X 36 — 13 X (83 — 2 X 36) 
30 X 36 — 13 x 83 
36 x 30 — 83 X 13, 


l 


l 


l 


故 
x = 30. = 一 13. 
| 例 2 因 (72,157) = 1, 故 由 引 理 1 一定 有 二 个 整数 x, 
y B ls 
72x + 157y = 1 
RMR t, y. 
$É 由 于 
157 = 2 X 72 + 13, 72 = 5 X 13 + ?, 
13 =7 +6, 7 一 6 十 1， 
而 得 
1 = 7 — 6 = 7 — (13 一 77 一 2X7 一 13 
= 2 X (72 — 5 x 13) — 13 = 2 X 72 — 11 X 13 
= 2 X 72 — 11 x (157 — 2 X 72) 
= 24 X 72 — 11 X 157 = 72 X 24 — 157 X 11, 
故 
x = 24, y = —11. 
引 理 2 如 果 < 和 2 是 二 个 互 素 的 正 整数 , 而 “是 一 个 
整数 , 则 一 定 存 在 有 一 个 整数 x, E 
ax + by = (11) 
RM. 
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证 由 引 理 1 知道 存在 有 二 个 整数 s, £ 使 得 
as + bt = 1 
RM. & xz = sc, y = zc, WI ax + by = clas + bt) = c. 
所 以 (11) 式 存 在 有 整数 解 x,y. 
定理 1 设 二 元 一 次 不 定 方程 
ax + by = c (8) 
(其 中 a, b, c 邦 是 正 整 数 而 (a, p) = 1) 有 一 组 整数 解 x 一 
xos Y = yos W (8) 式 的 一 切 整数 解 可 以 表示 成 
x= x — bt, y= y Ñ+ at, (12) 
rH: = 0, +1, 土 2, +3, 
证 HER xo, yo 是 (8) RORA 当然 满足 aro + byo 
= c, 因此 
alzo — bt) + bly + at) = ax, + by = e, 
这 表明 (12) 式 是 (8) 式 的 解 . 
设 x,y 是 《8) 式 的 任 一 ER A ax + by =c, _ 
去 axo + by, = c, W 
alx’ 一 xo) + 7 一 Yo) = 0, 
alx 一 xo) == 一 BCY — yo). 
由 上 式 和 《se，2) 一 1， 故 由 第 一 章 引 理 13 我 们 有 aly) 
Pl) 一) 十 at 其 中 上 是 一 个 整数 ， 将 y = y + at fÑ À. 
ax 一 2 于 一 5 一 加 )， 即 得 zx 一 2 一 —bt, x == x+ 一 
bz, 因此 r, y 可 表示 成 (12) 式 的 形状 ， 故 (12) 式 表示 G) 
式 的 一 切 整数 解 ,因此 定理 1 得 证 . 
由 定理 1 我 们 知道 当 (8) 式 有 一 整数 解 时 ， 它 的 . ~ 切 整 
数 解 可 由 (12) 式 表 示 出 来 . 
例 3 R Ilir 一 321y = 75 的 一 切 整数 解 . 
解 ” 由 于 
111 =3 X 37, 321 = 3 X 107, 
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75 = 3 X 25 A] lllx 一 321y 一 75, 而 得 到 


37x — 107y = 25, (13) 
则 111x 一 321y = 75 的 解 与 《13) 式 的 解 完全 相同 。 今 先 解 
37s + 1072 = 1, (14) 


由 于 
107 = 2 X 37 + 33, 37= 33 + 4, 33 = 8 X 4 + 1, 
WS | 
1 一 33 一 8X4 一 37 一 4 一 8X4 一 37 一 9X4 
, = 37 — 9 x (37 — 33) = 9 x 33 — 8 X 37 
= 9 x (107 — 2 X 37) — 8 X 37 = 9 X 107 
— 26 x 37 = 37 x (—26) + 107 x 9, 
H (14) 式 的 一 组 整数 解 是 * 一 一 26, : = 9, <> x = 25s， 
y = 一 25#, 则 我 们 由 (14) 式 有 
37x — 107y = 25(37;: + 1072) = 25, 
I x = 25 X (—26)=— 650, y = —25 X 9 一 一 225 E: (13) 
式 的 一 组 整数 解 ， 而 由 定理 1 我 们 知道 (13) 式 的 一 切 整 数 
解 可 以 表示 成 
x = 一 650 + 107z, y= 一 225 + 37t, 
或 
x= —8 + 1072, y= 一 3 + 37:z. 
CHH t= 0, +1, +2, +3, e). 
@J4 RKO 式 中 的 一 切 整 数 解 . 
解 ” 先 解 2 十 上 一 1。 因 为 2 一 1 十 1, 故 得 1 一 2 一 1， 
BDs = 1,1 二 一 1 是 2s 十 t= 1 的 一 组 整数 解 ， 令 x 一 20; 
= 204, 则 有 
2x + y = 20(2s + z) = 20, 
改 (3) 式 的 一 组 整数 解 是 x = 20, y = —20, 而 由 定理 1 知 
iË (3) 式 的 一 切 整 数 解 可 以 表示 成 | 
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e = 20 — £, y= —20 + 2, (#= 0, +1, +2,.--) 
在 本 章 开 始 押 提出 的 伟大 的 单 命 导师 马克 思 曾 经 解答 过 
的 题目 中 ,由 村 xz 及 ?代表 男人 、 女 人 的 个 数 , 所 以 必须 使 得 
r> 0, y> 0, H z = 20 — ; > 0 IRË1 ; < 20, Hy =—20 

+ 2z# > 0 Ti #8 t > 10, KE 

10 < £ < 20. (15) 
又 小 孩 的 个 数 由 (1) RÆ z = 30 — z — y= 30 — z, Hz = 
20 一 如 7 一 2 一 20g 一 30 一 上 和 (15) 式 就 得 到 下 面 的 十 


一 组 解 
x = 10 x = 9 x = 8 x = 
Tot zah + y = 6 p, 
z == 20 z = 19 z = 18 . g = 17 
z == 6 x == 5 x 一 4 x = 
y =$ | a y = 中 站 
z = 16 z 15 z = 14 z = 13 
x == > = 1 x == 0 
y = 16, y = 18r， y = 20}. 
z = 12 z= 11 z = 10 


例 3 第 五 世纪 末 , 我 国 古 代数 学 家 张 顾 建 在 他 编写 的 
《 算 经 3》 里 提出 一 个 不 定 方 程 问题 一 一 世界 数学 史上 有 名 的 
“APE”: 

HS, 8 Ek L. HE, ERZ, 鸡 纵 三 。 值 钱 一 。 百 钱 
买 百 鸡 。 MUSHKIL? CPE: 每 一 个 大 公鸡 价值 是 5 
个 钱 , 每 一 个 母 鸡 价值 是 3 个 钱 , 每 三 个 小 鸡 价值 是 1 个 钱 ， 
更 有 100 个 钱 想 买 100 只 鸡 。 EAKA., 母 鸡 和 小 鸡 各 应 买 
ILR?) 

E iH, y, z 分 别 代表 鸡 仿 , 鸡 母 , 鸡 稚 的 数 上 月, 就 得 

到 下 面 的 方程 
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5x 十 3y + = 100, (165 
` * + y + z = 100, (17) 
由 《16) ft (17) ARTE 


ISx + 9y + z — x— y — z = 14x + 8y = 200, 
BH 
7x + 4y = 100, (18) 
我 们 要 解决 这 个 问题 ,就 是 要 求 出 上 述 方程 的 非 负 整 数 解 .多 
解 


7s + a=, (19) 
HF 7 = 4 + 3, 4 = 3 + 1, m 
1 = 4 — 3 = 4 — (7 — 4) = —7 + 4 X 2, 


AJE G9) 式 的 一 个 整数 解 是 5 一 一 1, #= 2, — z == 100s, 
y = 100z, WA ODAS | 
7r + 4y = 100(7s + 41) = 100. 
ik (18) 式 的 一 个 整数 解 是 * = —100, y = 200, 由 定理 1 
知道 418) 式 的 一 切 整数 解 可 以 表示 成 
r = — 100 — 4z, y = 200 十 7z, 
(= 0, +1, +2, ---), (20) 
H T < 及 y RRA RRINE, LATE x > 0, y> 
0. FH#i—100 — 4: > 0 JE 4, < — 100, EH 200 +- 7: >= 0 [fT 
4 7 : > —200, 因此 
— 200 
7 


由 于 z 是 整数 , 故 :一 —28, 一 27, 一 26, 一 25， 鸡 纵 的 个 数 
由 《17) 式 是 
z = 100 — xz — y = 100 — (—100 — 4:) — (209 
+ 7#) = —3:. 
H (20) 式 ,z = 一 28, —27, —26, 一 25 Ñ z = 一 3t 就 得 到 
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= z =< —“25. 


x = 12 x = 8 | r = 4 x = Ù 
》 于 3 y= iir, y == sl y = " 
g = 84 z s1| z == 78 z = 75 
53 5 Be 数 
定义 1 如 果 正 整数 x, y, z 能 满足 下 列 不 定 方 程 
xX t y? == g’, (21) 
则 和 它们 到 作 勾 股 数 . 


RAAR BARRADA ER 勾 广 三 , 股 修 四 , 径 
隅 五 ”这 个 三 边 都 是 正 整 数 的 直角 三 角形 ,因此 已 经 知道 了 不 
定 方程 (21) 的 一 组 正 整数 解 3, 4, 5。 在 公元 263 年 时 ， 我 
国 数 学 家 刘 币 写 了 一 本 数学 书 , 书 名 叫 作 《 九 章 算 术 》, 其 中 有 


3 十 4 一 52， (22) 
52 + 122 = 132, (23) 
72 + 242 = 252, (24) 
82 + 152 = 172, (25) 
20? + 212 = 291, (26) 


由 此 看 来 ,我 国 古 代数 学 家 已 经 研究 出 《21) 式 的 很 多 组 正 整 
数 解 . . 

WA xz == 0, y = 0, z = 0; z = 0, y = z; x = 0, y = 
—z; y = 0, xz 一 2 和 7 一 0:x 一 一 > 都 是 421) 式 的 解 ; 除 
此 以 外 (21) 式 的 每 一 组 解 都 不 包含 零 ， 如 果 z, y, z 是 (21) 
式 的 一 组 解 ， 当然 —x, y, z; r, —y, Z3 z, y, —z; z, 一 y， 
一 2; —<, —y, 2; 一 xz， y, —z; —x, —y, —z 也 都 是 Q1) 
式 的 整数 解 。 以 下 我 们 将 只 讨论 4《212 式 的 正 整 数 解 , 那 就 是 

说 ;我 们 将 只 讨论 勾 股 数 ， 
| 如 果 QOD 式 有 正 整 数 解 且 满足 (x, y)y=4>1, 由 |x， 
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PPBP + y). HH C21) 式 有 Ple, 故 得 zl=。 此 时 
可 将 (21) 式 的 两 边 同 时 约 去 4， 由 于 【 生 , 艺 ) 一 1， 所 以 在 


(21) 式 中 可 假定 (x, y) = 1. 
如 果 (21) 式 有 正 整 数 解 且 满 足 (*。 y) 二 1, H (>z, y)= 
1 得 到 x, y 不 可 能 都 是 偶数 . 现在 我 们 来 证 明 z, y 不 可 能 都 
是 奇数 .如 采 z, y 都 是 奇数 , 则 有 > 一 2m + 1, y = 2n + 1, 
其 中 m, n 都 是 非 负 整数 。 此 阿 有 
22 + y2 == (2m + 13 + (2n + 1232 = 4(m2 + n 
+ m + n) + 2, 
即 得 2](a 2 十 y2).48 H (22 4 y2). 由 (21) 式 有 2|z?, 但 ate, 
这 和 = 是 一 个 整数 而 发 生 了 矛盾 , 故 z, y 不 可 能 都 是 奇数 .因此 
如 果 (21) 式 有 正 整 数 解 且 满足 (x, y) = 1, Wr, y 中 有 一 个 
EER, 而 另外 一 个 是 闸 数 。 所 以 我 们 不 妨 假 定 x * 是 偶数 . 
定理 2 不 定 方 程 (21) 的 适合 条 件 
x>0, y> 0, z>0, (x,y)=1, 2ix (27) 
的 一 切 正 整 数 解 可 以 用 下 列 公 式 表 示 出 来 : 
r= 2ab, y= 2 — bb, > = a? + b2 (28) 
这 里 a I b 都 是 正 整 数 ,而 a > b, Ca, b) = 1, 21⁄(a + 0). 
证 由 于 < 和 2 都 是 正 整数 日 a > b, 所 以 由 (28) 式 有 
x = 2ab > 0, y = 22 — b2> 0, z = a! + b212> 0, Bl x, y, z 
满足 (27) ARR x< > 0, y> 0, z>> 0, 2jx。 H (28) 
式 我 们 有 
22 + y! == bab + (42 — b= a* + 247% + 84 
一 《az + PY = =, 
所 以 《28) 式 是 满足 (21) 式 的 正 整数 解 ， 现 设 (z, y) = d, 
WA dje, d|y, dix, Piy, PIG 十 y?)， 因 此 由 (21) 式 得 
Fj d|, BH dlz， 设 y = dl, z = dm, 则 由 《28) 式 我 们 有 
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222 = at — b? + a? + 52 = y + z = d(¿ + m), ` 
2e = a + b — (a? — P?) = z — > = d(m — !). 
所 以 有 4|2a2 和 al 222， 而 得 d|2C(a2, b. 由 于 在 《28) 式 中 
# Ca, b) = 1, mí a, b) = 1. dja, b) 8 Cat, b2) 
=1, 得 到 4|2， 由 于 a 一 6 二 4 十 6 一 2b 和 在 (28) 式 中 有 
2+1(a + b), 而 得 
21(a + 5), 2+(a — b), 
即 24(e? — 5623, XE (28) 式 有 24y. 由 于 24y, d|2 和 (x, 
y) = d, 而 得 4 = 1, P] (xz. y) = 二 1。 所 以 (28) 式 满足 (27) 
式 的 所 有 条 件 . 
LÄ r, y, z 是 适合 (27) 式 中 所 有 条 件 的 (21) 式 的 任 
一 组 正 整数 解 对 , x, y, z 可 用 《28) 式 中 的 公式 表示 出 来 (证 
明 见 习题 9), 故 本 定理 得 证 . | 
例 6 求 下 列 不 定 方程 
4x — 9y + 5z == 8 f (29) 
的 所 有 整数 解 . | 
解 ” 令 z 是 一 个 整数 并 有 
4x 一 9y =£, (30) 
由 《29) 和 (30) 式 有 
z + 5g = 8, (31> 
由 + 一 —2,, y= 一 :是 (30) 式 的 一 组 整数 解 , 并 由 定理 1， 
得 到 x 一 一 2i + 9u, y = 一 1 + łu, u = 0, +1, +2,:-- i} 
是 (30) 式 的 一 切 整数 解 。 由 定理 1 和 上 一 3, zx 一 1 是 (31) 
式 的 一 组 整数 解 得 到 
¿£= 3 — 5v, z=] +v (32) 
是 (31) 式 的 一 切 整 数 解 , 而 z= 二 0, +1, 42,- .将 1 一 3— 
Sy RA x = 一 2z + 9u, 得 到 
£= —6 + 10r + 9u, (33) 
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Ja r = 3 — 5v RA y = —t + 4x, 得 到 - 
y = 一 3 + 5v + 4u, (34) 


H (322 到 《34) 式 知 道 (29) 式 的 所 有 整数 解 是 
rx = —6 + 10v + 94, 
y = —3 + 5y + 4u, 
z=] +v, 


这 里 * 和 vw 是 任意 的 整数 . 

例 7 求 不 定 方程 zy = r? + 6 的 所 有 整数 解 . 

解 ”由 xy 一 妇 十 6 得 到 x(x 一 y) 二 一 6, 所 以 有 x1( 一 6). 
X x= 1] y = 7, 4 x= —1 hj y = —7. 4 x = 2 hf y== 
5, 当 x = —2 Ëf y = —5, > xz = 3 Ff y = 5, >` x = —3 lJ 
y = —5. 4x = 6 hj y = 7, 24 x = —6 hf y = —7. #& xy 
= x? + 6 的 所 有 整数 解 是 


"| "| x = 2) =A 

y=7)” y= —7J y = f> y = —s5J° 

= x. -| x = I = 

y=5) 7 一 一 5 上 y=7)” yy 一 一 7 上 
$ 4. 费 尔 马 问题 的 介绍 


在 16 状 年 ， 法 国 着 名 数学 家 次 尔 马 提出 了 下 列 的 猜测 : 
4 n 是 一 个 大 于 2 的 整数 时 , 则 
x" + y" = xz" (35) 
这 个 不 定 方程 没有 正 整 数 解 . 这 个 猜测 一 直到 现在 还 没有 被 
和 人 们 证 明 ， 虽然 是 这 样 ,但 人 们 常 把 这 个 猜测 叫 作 - 费 尔 马 大 
定理 ”(Fermat’”s last theorem), 如 果 万 是 一 个 正 整 数 而 (35) 
趟 对 一 个 正 整 数 a 没有 正 整 数 解 , 则 我 们 将 证 明 
XA 十 yk = tr (36) 
这 个 不 定 方程 也 没有 正 整 数 解 ,因为 如 果 r, y, z 是 满足 (36》 
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式 的 一 组 正 整 数 解 , 则 由 《36) 式 有 

Gk) + OG = (=k), G7) 
由 于 r, y, z 和 《都 是 正 整 数 ， 所 以 x**， 兴 和 ** 也 都 是 正 
整数 。 由 《37) 式 就 知道 ， 这 和 (35) 式 没有 正 整 数 解 发 生 矛 
盾 。 设 4 是 一 个 大 于 2 的 正 整 数 , 当 ”是 奇数 时 , 则 由 第 一 草 
引 理 11 知道 4 一定 能 被 一 个 奇 素 数 除 尽 。 当 z 是 偶数 时 , 则 
有 n = 2m， 其 中 慌 是 一 个 正 整 数 .。 当 六 是 奇数 时 ， 则 由 第 
一 章 引 理 11 知道 m 一 定 能 被 一 个 奇 素 数 除 尽 , 而 由 二 一 2m 
知道 n 一定 能 被 一 个 否 素 数 m 除 尽 。 当 m 是 偶数 时 ， 则 由 
n = 2m 知道 73 一定 能 被 4 除 尽 .所 以 如 果 我 们 能 够 证 明 (35) 
AH F a = 4 和 ?等 于 任何 奇 素数 都 没有 正 整 数 解 , 则 " 费 尔 
LKE 就 一 定 成 立 ， 现 在 我 们 将 证 明 (35) 式 对 于 二 4 


ERA LRR REN. 
引 理 3 不 定 方程 
. x + y! = 21 (38) 
没有 正 整数 解 ， | 
证 ”我们 只 要 能 证 明 
xt + yi = 2 (39) 


没有 正 整数 解 就 行 了 . 假设 (39) 式 有 正 整 数 解 ,那么 在 满足 
(39) 式 的 所 有 的 各 组 正 整 数 解 当中 , 必 有 一 组 解 中 的 u 是 最 
小 的 , 妈 存 在 一 个 最 小 的 正 整 数 a, 使 

t + 1! = aá (40) 
成 立 ,而 其 中 的 > 和 y 都 是 正 整数 ， 这 时 一 定 有 G, y) = 1, 
不 然 的 话 ， 就 有 (x, y)= d> 1. 由 |x', dtl yt FA (40) KX. 
得 到 alwi, B] ?lw 将 (40) 式 两 边 同 时 除 以 dt 就 得 到 


2) +) = 2). QD 
HT d> 1, 有 0 < — 二 机 《41) 式 和 假设 是 一 个 最 小 
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的 正 整 数 使 440) 式 成 立 而 发 生 了 矛盾 ,所 以 有 G, y) = 1. 由 
T (z, y) = 1 知道 x, y 不 能 都 是 偶数 。 现在 我 们 将 证 明 <, 
y 不 能 都 是 奇数 .如果 
xr = 2m + l, y == 2n + 1, 

WE xt + y* = (2m 十 1 十 (22 + 1Y, Ej 21 (a 十 y), 
但 Gt t y) 由 (40) 式 有 21xi, 但 4fwi， 这 和 假设 局 是 
正 整 数 而 发 生 矛 慎 。 所 以 x, y 不 能 都 是 奇数 . 设 * 是 偶数 ， 
y 是 奇数 ， 将 (40) 式 改 写成 


(x222 + (y222 = x. (42) 
Hi Gy = 1, 2|<2, (42) 式 和 定理 2 有 
x? = 2ab, y= a’ — b2, u, = aa? + D, (43) 


这 里 a FI 都 是 正 整数 ， 且 ¿> b, (a, b) = 1, 2+(a + b). 
H 21Ca + b) 知道 2, b 不 能 都 是 偶数 ，z。2 也 不 可 能 都 是 奇 
数 , 所 以 a, b 二 数 中 一 个 是 偶数 ,一 个 是 奇数 . 现在 我 们 将 
证 明 2 不 是 奇数 。 先 假定 2 是 奇数 , 设 5 = 2m + 1. Hy Æ 
奇数 设 y = 22 + 1, 8j b2 + y = (2m + 1? 二 (24 十 ne 
WAS 2| + y), fB HC + y). EH G3) 式 有 a = 

7 所 以 有 2|4a2, 但 42, 这 和 假设 a 是 一 个 正 SEE T 
E. 所 以 肯 定 5b 是 偶数 而 4 是 奇数 。 设 = 2b, b 是 一 个 
正 整数 。 H (43) 式 有 


(=) == ab, (44) 


RX Ca, b) 一 1， 所 以 Ca, b) 一 1， 由 (44) 式 和 x 是 偶数 
知道 存在 有 适当 的 正 整 数 c, d, 能 使 
a= ec, b=d, (c, d) = 1. (45) 
因为 2 是 奇数 ， 所 以 214c。 因 为 6 一 2b,, PHL b = 2d2, 由 
C43) 和 (45) 式 有 六 一 a? p = (c222 — (24232, 得 到 
QPF + y? = (22, (46) 
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因为 Ca; b) = 1, 所 以 Cel, 222) = 1。， 而 由 (46) 式 有 O, 
y) = 1. Hi (46) 式 和 定理 2 有 


2di = Rki, ysk P. < = k + Ë. (47) 
KE k fl 1 都 是 正 整数 ,有 目 (k, 1) = 1. H (47) 式 得 到 
P = ki, 
因为 (%, DD = 1, 故 得 
k = Kt, l= L’, (48) 
其 中 天 和 大都 是 正 整数 ， 丽 5C47) 和 (48) 式 有 
Ki + Li= ec? (49) 


由 (45) 式 和 “是 一 个 正 整 数 有 ec 委 于 一 4 < 22, PEH C43)2 
式 得 到 < 一 mm， 出 《49) 式 ， 和 0 < c < 二 wu， 这 和 假设 wi 是 
一 个 满足 《40) 式 的 最 小 正 整 数 发 生 有 矛盾 ， 所 以 (39) RRA 
正 整数 解 ,因而 《38) 式 也 没有 正 整 数 解 . 

有 很 多 数学 家 为 了 费 尔 马 大 定理 ARTA, EF 
MEXE, 我 们 还 只 知道 当 2 < x < 100000 时 《当然 还 包 
括 这 些 数 的 任何 倍数 ,这 结果 可 见于 Math. Notices, 1976 年 


第 一 期 ),(35) 式 没有 正 整 数 解 . 


z 题 

1. 判断 下 列 方程 式 有 无 整数 解 : 

(i) x + 3x2 + 4x + 2 = 0. 

Cii) x? + x` — xt — 2r? + 3r — 37 = 0. 
Cili) x 十 3x + 3x + 1005973 = 0. 
2. 求 下 列 不 定 方程 的 整数 解 : 

(i) 7x + 15y 一 0. | 

Gi) 9x — 11y = 1. 

Giii) 17x + 40y = 280. 

Civ) 133x — 105y = 217. 
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(v) 49x — 56y 十 14z = 35, 
3. 求 下 列 不 定 方程 的 整数 解 : 
Gi 14021x + 38057y = 426639. 
Gi) 20746x — 63581y = 323, 
4. 求 人 
3x — y — 4z = 4 
的 正 整 数 解 . 

5. 取 一 分 、 二 分 .五 分 的 硬币 共 十 枚 , 付 给 一 角 八 分 钱 , 问 
有 几 种 不 出 的 取 法 ? 

6. 有 布 7 丈 5 尺 , 裁 剪 成 大 人 和 小 孩 的 衣料 ,大 人 一 件 衣 
服用 布 7 尺 2 寸 , 小 孩 一 件 衣服 用 布 3 R. ERYS DERK 
服 恰好 把 布 用 尽 ? . 

7. 7 — tr gk k'ira q r 23 qi 3 倍 ， 问 这 
二 位 数 是 多 少 ? : 
8. 证 明 : 如 打 和 4 是 二 个 互 案 的 正 整 数 ， 则 一 定 存 在 
二 个 整数 x, y 使 得 
ax + by = 1. 
9. 证 明 不 定 方程 
“2 + 1 = gW | 
的 适合 条 件 (x, y) = 1, 2|= 的 一 切 正 整数 解 可 以 表示 成 
r= 24b, y= ðb, z= a+ b: 
XE a 和 2 都 是 正 整 数 , 征 a > >, (a, b) = 1, 24a + b) 

10. HEBH: 边 长 为 整数 的 直角 三 角形 , 当 和 斜 边 与 一 直角 边 
长 之 差 为 1 时 , 它 的 三 个 边 长 可 表示 成 : 24 十 1, 2% + 25, 
2b? + 2b + 1, 其 中 6 是 任意 正 整 数 。 

11. 证明 : 不 定 方 程 

rt — 4y = g? 
没有 正 整 数 解 。 
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第 四 章 “ 一 次 同 余 式 及 解法 
$1. 同 余 的 概念 


在 日 第 生活 中 ,我 们 所 要 注意 的 常常 不 是 某 些 整 数 ,| 而 是 
这 些 整数 用 某 一 固定 的 正 整 数 去 除 所 得 的 余数 ， 例 如 我 们 回 
现在 是 几 点 钟 ， 就 是 用 24 去 除 某 一 个 总 的 时 数 所 得 的 余数 ， 
比如 从 北京 开 往 广 州 的 火车 ,20 点 55 分 开 , 全 程 的 时 间 是 34 
小 时 15 分 。 如 果 回 什么 时 候 到 广州 , 则 答案 不 是 55 点 10 分 
而 是 7 点 10 分 。 又 如 问 今 天 是 星期 几 , 就 是 问 用 7 去 除 某 一 
个 总 的 天 数 所 得 的 余数 .比如 1978 年 的 元 旦 是 星期 日 ,请问 
1979 年 的 元 日 是 星期 几 ? 因为 1978 年 有 365 天 ,而 365 = 7 
x 52 + 1, PFA 1979 年 的 元 有 旦 应 是 星期 一 .由 于 同 是 几 点 
钟 或 同 为 星期 几 ,常常 在 生活 中 有 同样 的 意义 ,这 样 就 在 数学 
中 产生 了 “ 同 余 的 概念 ， 这 个 概念 的 产生 可 以 说 大 大 丰富 了 
数学 的 内 容 . 

定义 1 如 果 <“ 和 2 都 是 整数 而 m 是 一 个 国定 的 正 整 
数 , 则 当 mo。|(a 一 5)( 即 mw 能 够 整除 a 一 52) 时 ,我 们 就 说 a, b 
对 模 吉 同 余 ， 记 作 a == b (mod m). 当 加 不 能 够 整除 4 一 6。 
时 , 则 我 们 就 说 a,5 AmA RICE ab 《mod m). 

例 1 我 们 有 有 29 三 2 (mod 9). 

93 = —7 (mod 50)., 

证 由 于 29 一 2 一 27 一 3 x 9, 所 以 有 29 二 2 (mod9)、 
由 于 93 — (—7)=93 + 7 = 2 x 50, 所 以 有 93 寺 一 7 (mod 
50), 

例 2 我 们 有 161 半 0 (mnod8)。 
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257 Æ 16 (mod 32). 

证 由 于 161 一 0 一 8 x 20-+ 1, H44 84161—0), 所 
以 有 161 关 0 (mod 8). HF 257 -- 16 = 241 = 32 X 7 + 
17, 而 得 324(257 一 16), 所 以 有 257 关 16 (mod 32). 

引 理 1 当 4 是 整数 而 mw 是 一 个 正 整 数 时 , 则 有 

a= a (mod m). 

证 HT ua ə— a= mx 0, mi m|la ~ a), MUS a= 
a (mod m`. | 

引 理 2 如果 a, b 都 是 整数 而 rz 是 一 个 正 整 数 , 则 当 

a=b (mod) 
成 立时 ,我 们 有 
b= a (mod rm), 

证 H-Ta=wb (mod m), 得 到 a 一 6 一 mt, 其 中 + 是 一 
个 整数 。 XE bamm t), 由 于 一 上 也 是 一 个 整数 ， 而 
Ẹmi 一 a), 所 以 有 2 一 (mod m). 

引 理 3 WR a, b, c 都 是 整数 而 ww 是 一 个 正 整 数 ， 则 当 

- a=b (mod m) 
b= c (mod m) 
都 成 立时 ,我 们 有 
a = c `(mod m), 
证 由 于 es 一 (mod m), 得 到 


a — b = mt, (1) 
其 中 * 是 一 个 整数 ， 由 2 三。 (med m), 得 到 
b — c = ms, (2) 


其 中 s 是 一 个 整数 ,将 (1) 和 (2) 式 相 加 得 到 
a — cç = a — b + b — c = mt + m = m+ s). 
HF z + š 也 是 一 个 整数 ,所 以 有 
a =E c¢ (modm), 
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引 理 4 如 果 a, b, c, d 都 是 整数 ， 而 ?是 一 个 正 整 数 ， 
则 当 | 
a= b (moim) 
c= d (modm) 
都 成 立时 ,我 们 有 
a+ e= b+ d (modm), 
a—ce==b— d (molm). 
证 由 于 4 二 ¿Cmolm), 得 到 


a — b = ms, (3) 
其 中 :是 一 个 整数 ， 由 于 < 三 4 (mom), 得 到 
c — d = mt, (4) 


其 中 上 是 一 个 整数 ， 由 (3) #H (4) 式 得 到 
(a + c) — (Ó + d) = a — b + ¿c — d = ms + mt 
= mls + 1). 
由 于 s 十 上 是 一 个 整数 , 所 以 有 as + c =m b + d (modm). 
由 (3) 和 (4) 式 得 到 
a—c—(b—41)=a—b—c++d=a—b-(c 
— d) = mls — t), 
HF 一 上 是 一 个 整数 ,所 以 有 ea — c= b — d (mod m), 
引 理 5 如 果 a, b, c 都 是 整数 , 而 w 是 一 个 正 整 数 , 则 
4 
a=b (modm) 
成 立时 ,我们 有 | 
ac = bc (modm). 
证 HiTa = (modm), 得 到 | 
a — b = ms, (5) 
其 中 s 是 一 个 整数 ,将 《5) 式 两 边 同时 乘 以 c, 得 到 


ac — bc = (a — bE mcs, 
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由 于 cs 是 一 个 整数 ,所 以 有 ac == bc (modm). 
引 理 6 ”如果 a, b, c, 4 都 是 整数 ， 而 w 是 一 个 正 整数 ， 
mE 
a= b (moim) 
c= d (modm) 
都 成 立时 ,我 们 有 
ac = bd (mod m), | 
证 由 4 三 6 (modm) 和 3 引 理 5, 得 到 


ac = bce (modm), | (6) 
H e= d (modm) 和 5 引 理 5, 得 到 
bc = bd (modm), , (7) 


EH (6), MO AMIE 3, 我 们 有 ac = bd (moim), 
引 理 7 如 果 a, b BA 388 3X M m T an 都 是 正 整 数 , 则 当 
a=b (modm) 
成 立时 ,我 们 有 
a” = b” (mod m). 
证 345 二 1 时 显 见 本 引 理 成 立 。 现 设 w 22 2。 在 引 理 
sihik e = a, d = b, 由 引 理 6 我 们 有 
a? = b? (mod), (8) 
故 当 ”一 2 时 本 引 理 成 立 ， 现 设 = 之 3， 在 引 理 6 中 取 c = 
a’, d = bt, 则 由 《8) 式 和 3 引 理 6 我 们 有 
| a= b° (mod m). (9) 
故 尖 > 一 3 时 本 引 理 成 立 ， 如 果 ” 4， 则 可 由 引 理 6 和 陆 
续 使 用 这 样 的 方法 而 得 到 4a" 二 b" “(mod m). 
引 理 8 ZE an aas "94a9 pp 0 者 是 整数 ， 
而 mw 和 w 都 是 正 整 数 , 则 当 
a = b, (mod m) 
a: = b, (modm) 
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者 成立 时, 我们 有 
a tat eee tta, =b th, t e H h, (mom), 
证 Ha =b, Cmodm), a, = b, (modm) 和 引 理 4， 
我 们 有 | 
a, + a, = b, + 5, (modm). (10) 
mC n = 2 时 本 引 理 成 立 . 现 设 wx 宇 3. 由 a; 二 b, (mod), 
(10) 式 和 引 理 4, 我 们 有 
a, + a, +- a, = b, + >, + >, (modm),. (11) 
WG 2 = 3 时 本 引 理 也 成 立 ， 如 果 # 之 4, 则 可 由 引 理 4 和 
陆续 使 用 这 样 的 方法 而 得 到 | 
4 + a t eee +a, = b, + b; + e + PB, (modm). 
例 3 求证 5874192 能 被 9 整除 . 
证 | 
5874192 = 5 X 10% -- 8 X 10 + 7 X 10* + 4 X 105 
+ 102 -— 9 X 10 + 2, | (12) 
H T 10 = 1 (mod 9), 使 用 引 理 7 知道 ,对 于 任意 一 个 正 整数 
2 都 有 | 
10” = 1 (mod 9), (13) 
H (12), (13) 式 和 引 理 8, 我 们 有 
5874192 =5 +8+7-+ 4+ 1+ 9+ 2 (mod9). 
由 于 5 十 8 十 7 十 4 十 1 十 9 十 2 一 36, 能 被 9 整除 ， 所 以 
5874192 能 被 9 整除 . 
例 4 求证 2221435693 不 能 被 9 整除 . 
证 
2221435693 = 2 X 10 + 2 X 10° + 2 X 10 + 10 
+ 4 X 10°' + 3 X 10' + 5 X 10 + 6 X 102 


= 76 ° 


+ 9 x 10 + 3, (14) 
H (13), (14) 式 和 引 理 8, 我们 有 
2221435693 王 2 十 2 十 2 十 1 十 4 十 3 十 5 十 6 
十 9 十 3 (mod9)， ` (15) 
由 于 2 十 2 十 2 十 1 十 4 十 3 十 5 十 6 十 9 二 3 二 37, 不 能 
被 9 整除 ,所 以 由 (15) 式 知道 2221435693 不 能 被 9 整除 . 
引 理 9 按照 通常 方法 , 把 一 个 正 整 数 a 写成 十 进位 数 
HÆ ABN 
a = a l0” 十 ait0 2... + 2, 0 =< a; < 10. (16) 
当 9 能 够 整除 an 十 ana + `° 十 mo 时 ， 则 我 们 有 9 能够 整 
除 a。 而 当 9 不 能 整除 z, 十 co- Hoet + a 时, 则 9 不 能 整 
除 a, | 
证 由 (13) 式 和 引 理 8, 我们 有 
| a = a, + a= + '** + a, (mod 9). (17) 
当 9 能够 整除 a, 十 so 一 十 … + mo 时 , 则 由 《17) 式 我 们 得 
到 9 能 够 整除 a. 而 当 9 不 能 够 整除 a, + a, + `+ ao 
时 , 则 由 《17) 式 我 们 得 到 9 不 能 够 整除 a, 
例 证 明 9 能 够 整除 221145236415, 
证 ”由 引 理 9 我们 有 
221145236415 =2 +2 ++ 1 + 4+ 5 + 2 + 3 
十 6 十 4 十 1 十 5 (mod9). (18) 
又 有 
2 十 2 十 1 十 1 十 4 十 5 十 2 十 3 十 6 二 4 十 1 
+ 5 = 36. C19) 
由 (18》,(19) 式 和 9 能 整除 36, 所 以 9 能 够 整除 221145236415. 


s2 f A 法 
弃 九 法 是 一 种 验算 正 整数 计算 的 结果 的 方法 ， 假 设 我 们 


Z7 = 


使 用 普通 莱 法 运算 方法 求 出 正 整数 a, 2 RRE P, 并 令 


a = a,10? + a,—10%°71 + +. + ao; 
其 中 0 < a; < 10. 

b = b, 10% + bp 10%?" + +° + Po 
其 中 0 < ,; < 10, 又 我 们 有 

ab = P, 

而 

P = c10 + cm lO 十 + co, 
其 中 0 之 ck 一 10， H (13 ) 式 和 引 理 8, 我 们 有 

q = a, + a,- + "° + a (mod9), 

b= bn + baa Heee + b (moj9), 

P= cit cA + '*`*° + cc (mod9), 
H (22), (24) 到 (26) 式 我 们 得 到 


(a, + apm 十 °" °` + a) (ë, + bl + °" + ba) 


= c, + ci + *-+ +c, (mod9), 
所 以 ,我 们 说 :如 琳 


Can + apa H eee A abn + bmm t ee t ho) 


Æ c, + cm Hee 十 co Cmod9), 


(20) 
(21) 
(22) 
(23) 
(24) 


(25) 
(26) 


(27) 


那么 所 求 得 的 乘积 是 错误 的 .以 上 所 说 就 是 弃 九 法 的 原则 ， 


在 实际 验算 时 ， 如 果 Rns n= ° ° °> fos bns Omai °” 
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Ci—1>° ` > Co 中 有 9 出 现 , 还 可 以 把 9 去 挥 ( 因 9? = 0 (mod 93). 


我 们 看 一 个 例子 . 
例 6 求证 28997 x 39459 æ 1144192613. 


证 H T 28997 = 2 + 8 + 7= 8 (mod9)， 
39459==3 + 4 + 53 (mod9), 


1144192613 = 1 + 1 +4 + 4 + 1 + 2 + 6 + 1 + 3 


= 5 (mod 9), 
但 8x3 一 24, 而 24 尖 5 (mod 9), 08455 


e #8 = 


28997 X 39459 = 1144192613. 
PJU JIR a ZE TIE ARE ATER, JH EJ Z EFI 
广 意 当 使 用 弃 九 法 时 ,得 出 的 结果 虽然 是 
(an + ana Heee e ao) + bpa + `. + b) 
=c] + crm + e H oe (mod9), 

也 还 不 能 完全 肯定 原 计 算是 正确 的 。 例如 28997 x 39459 = 
1144192623, 如 果 有 人 计算 出 来 的 结果 是 1144192533, HA 
用 弃 九 法 ,就 得 

24 = 6 (mod 9)， | 
而 并 未 检查 出 错误 来 , IN HX B PE 2 AF3 CRA 但 
是 一 般 说 来 ， 如 果 我 们 对 于 二 个 正 整 数 使 用 普通 乘法 运算 方 
法 来 求 乘积 ,然后 再 使 用 奔 九 法 来 检查 而 没有 发 现 错误 , 则 乘 
法 运算 所 得 的 结果 有 较 大 的 可 能 性 是 正确 的 ， | 

例 7 有 求证 12345 x 67891 = 838114385. 
证 HF 12345=1 + 2 + 3 +4 + 5 = 6 (mod9), 
678991= 6 +7 + 8 +1== 4 (mod9)， 
838114385 二 8 十 3 十 8 十 1 十 1 十 4 十 3 
+8+ 5= 5 (mod 9)，, 
{H 4 X 6= 24, ffl 24 £5 (mod9), 1⁄⁄48 
12345 X 67891 >< 838114385, 


$ 3. 一 次 同 余 式 及 解法 
定义 2 如 果 a, 6 都 是 整数 ,而 凡是 一 个 正 整 数 , 当 a 25 
0 Cmodm) 时 ,我 们 把 
| ax b= 0 (modm) (28) 
ii m ARA RR. 
5138 10 如果 c 是 使 (28) 式 成 立 的 一 个 整数 , BD ac + 
三 0 (modm), 则 满足 + 三 c (modm) 的 一 切 蓝 数 z 都 能 
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够 使 (28) 式 成 立 。 

证 由 x* 尘 c (modm), 得 到 m|(x 一 c), 即 x 一 c= mn, 
其 中 n 是 一 个 整数 .由 x 二 mz 十 c 和 ac + ó = 0 (modm), 
得 到 

ax + b = a(mn + c) +Ó = ac + b = 0 (mod nm), 

定义 3 如 果 < 是 使 ac + b == 0 (mdm) 成 立 的 一 个 
整数 , 则 x* 关 < (modm) 电 做 (28) 式 的 一 个 解 。 这 就 是 说 今 
后 我 们 把 适合 (28) 式 对 模 记 相互 同 余 的 一 切 整 数 叫 做 (28) 
式 的 一 个 解 . 

引 理 11 当 a, m 的 最 大 公 因 数 Ca, m) 不 能 够 整除 2 
CEP (a,m)45) 时 , 则 一 次 辐 余 式 

ax + b = 0 (moim), a0 (modm) 
没有 整数 解 . 

证 设 存在 有 一 个 整数 ,使 得 ac + b == 0 Cmodm), BI 

m|(ac + b), 故 存在 有 一 个 整数 2 使 得 ac + b = mx， 而 得 

ac— mn = b, (29) 
设 (a, m) = 1, WJS a = 14, m = le, 其 中 2 和 < 都 是 整数 . 
将 ' SIRA (29) 式 , 得 到 

b = ae — mn = cld — len = I( cd — en). (30) 
由 cd 一 en 是 整数 和 (30) 式 , 得 到 1? 2， 但 这 和 题 设 《ay mY 
b REF E 

引 理 12 %4 (4, mm) 二 1 时 , 则 一 次 同 余 式 

"ar + b= 0 (modm), a0 (mom) 
有 整数 解 . 

证 ”由 第 三 章 引 理 2 知道 存在 有 二 个 整数 xz, y 使 得 

at + my = —bË 
成 立 EH ml|(ax + b), Wi art 5 = 0 (mod m), 
我 们 知道 适合 (28) 式 的 整数 x, 也 就 是 适合 不 定 方 程 
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ax + my = —b (31) 

的 解答 中 的 * 的 值 , 故 同 余 式 (28) 可 以 使 用 解 不 定 方程 (31) 
式 的 方法 去 求解 。 我 国庆 代数 学 家 在 解 同 余 式 方面 的 工作 中 
也 有 非常 卓越 的 成 就 。 

例 8 求 2x 三 179 (mod562) 的 整数 解 . 

解 ” 因 为 (2, 562) 一 2，21( 一 179)， 所 以 由 引 埋 11 39 
道 2x = 179 (mod 562) 没有 整数 解 。 l 

@J9 SR 256r = 179 (mod337) 的 整数 解 。 

解 ” 因 为 (256, 337) 一 1， 所 以 由 引 理 12 知道 256x = 
179 (mod 337) 有 整数 解 . 由 于 337 = 256-+81, 256 = 81X 
3 十 13, 81 一 13X6 十 3,13 一 和 4X3 十 1 得 到 1 一 13 一 
4 x 3 = 13 — 4 x (81 — 13 x 6) = 25 x 13 — 4 x 81 = 
25 X (256 — 81 x 3) — 4 Xx 81 = 25 X 256 — 79 x 81 = 
25 X 256 — 79 x (337 — 256) = 104 X 256 — 79 x 337, 
所 以 有 


104 X 256 = 1 (mod337), (32) 
由 256x = 179 (mod337) 和 引 理 5, 我们 有 
104 X 256x = 104 X 179 (mod 337), (33) 
由 于 104 x 179 = 55 x 337 + 81, 得 到 | 
104 x 179= 81 (mod 337), (34) 


Hi (32) 式 到 (34) 式 得 到 x == 81 (mod 337). 

35| 理 12 如果 ad = bd (modmd), 则 有 a= o (modm), 
《证 明 留 给 读者 》 

例 10 求 1215x = 560 (mod2755) 的 整数 解 ， 

解 ” 因 为 (1215, 2755) = 5, 51560, 故 由 原 式 得 到 

243x = 112 (mod551)., (35) 

因为 (243，551) = 1, 所 以 由 引 理 12 知道 243x = 112 (mod 
551) 有 整数 解 . 由 于 
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551] = 2 x 243 + 65, 243 = 65 X 3 + 48. 
65= 48 + 17, 48 = 17 X 2 + 14, 17 = 14 
+3, 14 =3 X442, 3=2+], 
得 到 | 
1 = 3 — 2 = 3 — (14 —3 X 4)= 5 X 3 — 14 
= 5 X (17 — 14) — 14 == 5 X 17 — 6 X 14 
= 5 x 17 — 6 X (48 — 17 x 2) = 17 x 17 
— 6 X 48 = 17 X (65 — 48) — 6 X 48 
= ]7 X 65 — 23 X 48 = 17 X 65 — 23 
x (243 — 65 X 3) = —23 X 243 十 86 
x 65 = —23 X 243 + 86 x (551 — 2 
x 243) = 86 X 551 — 195 x 243, 
所 以 有 


| 


一 195 x 243 三 1 (moid551)., (36) 
H (35) 式 和 引 理 5 我 们 有 
—195 X 243x = —195 x 112 (mod551)., (37) 
由 于 一 195 x 112 = 200 — 551 x 40, 得 到 
—195 X 112 = 200 (mod551). (38) 
由 (36) 式 到 (38) 式 得 到 x = 200 (mo1551).H F 2755=551 
x5 和 和 200 + 551 = 751, 200 + 551 x 2 = 1302, 200+551 
x 3 = 1853, 200 + 551 X 4 = 2404, BTUL 1215x = 560 
(mod 2755) 的 5 个 不 同 解 是 
x = 200, 751, 1302, 1853, 2404 (mod2755), 
J11 R 1296r = 1125 (mod1935) 的 整数 解 ， 
解 ” 因 为 (1296, 1935) = 9, 9|1125, 故 由 原 式 得 到 
144x = 125 (mod215). (39) 
因为 (144, 215) = 1, 所 以 由 引 理 12 知道 144x = 125 (mod 
215) 有 整数 解 。 由 于 215 = 144 + 71, 144 = 71 X 2 + 2. 
> 82 。 


z... 


71 = 2 x 35 + 1, 得 到 
I = 71 — 2 X 35 = 71 — (144 — 71 x 23 x 35 
= —144 X 35 + 71 x 71 = —144 X 35 + 71 
x (215 — 144) = —106 X 144 + 71 x 215, 
所 以 有 
—106 X 144 = 1 (mod215). (40) 
H (39) 式 和 引 理 5, 我 们 有 
一 106 X 144x = 一 106 X 125 (mod215). (41) 
由 于 一 106 X [25 = 80 一 215 X 62, 得 到 
—125 x 106 三 80 (mod215). (42) 
由 C40) 到 (42) 式 得 到 x 三 80 (mod215). 由 于 1935 = 215 
x9 和 80 + 215 = 295, 80 + 2 X 215 = 510, 80+3 x 215 
= 725, 80 + 4 X 215 = 940, 80 + 5 x 215 = 1155, 80 + 
6 X 215 = 1370, 80 + 7 X 215 = 1585, 80 + 8 X 215 = 
1800, 甩 以 1296x = 1125 (mod 1935) 的 9 个 不 同 解 是 
x = 80, 295, 510, 725, 940, 1155, 1370, 1585, 
1800 (mod 1935), 


$ 4. 孙子 定理 


上 节 讨 论 了 含 一 个 未 知 数 的 同 余 式 的 解法 ， 本 节 要 讨论 
如 何 解 下 面 重 要 的 同 余 式 组 
+b (modm), r= b, (modm,), ``, 
r = b, (modm,). (43) 
在 我 国 吉 代 的 《孙子 算 经 兴 纪 元 前 后 ) 里 已 经 提出 了 这 种 
形式 的 问题 , 并 且 很 好 地 解决 了 它 。《 和 孙子 算 经 》 里 所 提出 的 
问题 之 一 如 下 : . 
“&@AA 3. == 3. HRAM, ct 
ZW AYLA BAITE”: 有 一 堆 东 西 不 知道 有 
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多 少 个 ,用 三 来 除 这 堆 东 西 的 个 数 时 所 得 到 的 余数 是 二 ,用 五 
来 除 这 堆 东 西 的 个 数 时 所 得 到 的 余数 是 三 ， 用 七 来 除 这 堆 东 
西 的 个 数 时 所 得 到 的 余数 是 二 , 问 这 堆 东 西 共 有 多 少 个 ? 答 
案 是 二 十 三 个 .) 
把 这 个 问题 的 提 法 用 同 余 式 的 式 子 来 表达 ， 它 可 以 被 写 
成 下 面 的 形式 : 
解 同 余 式 组 ( 设 z 是 所 求 物 数 》 
r= 2 (mod3), r=3 (mod5)， < = 2 (mod, (44) 
关于 解 一 般 的 同 余 式 组 
x = a (mod3), x = b (mod5), zx = c (mod7), (45) 
则 有 
x = 70a + 21b + 15c (mod105). | 
关于 这 个 一 般 的 解法 ,在 明 朝 程 大 位 的 《算法 统 宗 》(1593) 里 
有 一 首 歌 ,就 是 : 
三 人 同行 七 十 稀 ， 
五 树 梅花 廿 一 梳 ， 
七 于 团圆 整 半月 ， 
除 百 零 五 便 得 知 ， 
CGE: 三 个 人 共同 走路 ,其 中 有 七 十 岁 以 上 的 老年 人 的 可 能 性 
很 少 ,五 棵 梅花 树 总 共 二 十 一 枝 , 七 个 孩子 当 正 月 十 五 日 时 在 
”家 中 国 贺 , 把 一 百 零 五 的 某 个 倍数 减 去 ,就 得 到 答案 .) 所 以 关 
于 解 同 余 式 组 的 间 题 , 在 我 国 十 代 有 极光 辉 的 研究 成 果 。 我 
国 二 代数 学 家 孙子 发 明了 下 面 的 中 外 驰名 的 定理 . 
定理 1 ZS ¿k > 2, HH 
Mis fas °" "s Mk 
是 二 二 互 案 的 个 下 整数 ,也 就 是 说 ,在 这 个 正 整 数 中 任意 
取出 二 个 正 整 数 来 , 则 这 二 个 正 整 数 是 互 素 的 . $ 
M = mm me = m iM, = mM , 一 … = mM i, 


则 同时 满足 同 余 式 组 
x= b, (modni), x= b, (modm:), *° °, 
x = b, (modm;) f (43) 
的 正 整 数 解 是 
x == b,M IM, + biM;M ;+----+2;¿MkM, (modM). (46) 
这 里 M ; 是 满足 同 余 式 
M;M;=1 (modm;) 
HERRI, i = 1, 2, `°, K. 

证 ”因为 m, m, `, m ÆDER, MAH i Ai 
时 , 则 有 (mi, mi) = 1, HFM: = aa 得 到 (Mi, mi) = 1, 
所 以 

(Mi m) = (M ,, m) = + 一 (MA m) = 1, 
由 (Mi, m) 二 1 和 第 三 章 引 理 1, 我 们 知道 存在 有 二 个 整数 
Mi m 使 得 M M; + man 一 1。 所 以 存在 有 一 个 M 使 得 
MiM: = 1 (modm,) 
RY. 用 同样 方法 知道 对 于 每 一 个 M ;, 一 定 存 在 有 一 个 正 
整数 M; 使 得 
M;M;=1 (modm;). ` (47) 
曙 一 方面 , Mi s= j BP, MUH (mi, m) 一 1 和 Mj 一 1 


"j 


| b;M Mj = 0 (mod m;). (48) 
H (47) 式 和 《48) 式 我 们 有 
b,M IM, + b,M;M, 十 … + b ,M IM, = b,MIM; 
= b; (modm;). (49) 


由 Mis Mz, " " "s Mg 是 二 二 互 素 的 和 (49) 式 , 知 道 (46) A E 
WE C43) 式 的 正 整数 解 。 如 果 ? 也 能 同时 满足 (43) 式 , 则 
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由 于 (46) 式 是 满足 (43) 式 的 正 整 数 解 , 则 得 
x= y (moim), ry (modr), * °, 
ry (mod*,), | 
出 就 是 mi CG — y), mlle — y), ees mi| — y) 因为 
Mis Mis `°, m, 是 二 二 互 素 的 :所 以 有 M |C — y), 也 就 是 
x= y (modM ). 
HEI z = p,M:M, + bM;M, + í" F bMLIM, (mod M) E: 
满足 443) 式 的 唯一 正 整数 解 ， 因 此 定理 1 得 证 . 
现在 我 们 来 证 明 (45) 式 的 整数 解 是 zx 一 70a + 215 + 
15c (mod 105)， 此 时 在 定理 1 AR m = 3, m, = 5, m,,=7, 
bi = a, b, = b, b,= c, WM = 3 x 5 x 7 = 105, M, = 


一 35, M, = : = 21, M; = ` = 15. Z MI 3E— 


ERZ, CE MiM, = 1 (mod3), 则 有 1= M IM, = 35M; 
= 2M; (mod3), 所 以 得 到 Mi = 2, iZ M; 是 一 个 正 整 数 , 它 
满足 MiM: = 1 (mod 5), 则 有 1 = MM, = 21M; = M; (mod 
5), 所 以 得 到 M; = 1. iZ M; 是 一 个 正 整 数 , 它 满足 M M = 
1 Cmod7), RÆ 1 = M;M, = 15M; = M; (lmod7), 所 以 得 到 
M; 二 1， 由 于 b= 二 a 一 6, b, = c, M IM, = 2 x 35 = 
70, M.M, = 1 X 21 = 21, M;M;=1 x 15 = 15 和 (46) 
A ,就 得 到 《45) 式 的 正 整 数 解 是 x 圭 70a + 215 + 15c (mod 
105), i 

我 国 古代 数学 家 杨辉 在 1275 年 写 了 一 本 书 ， 节 名 了 叫做 
《 续 古 摘 奇 算法 》, 下 面 的 三 个 例题 可 见 《 续 古 摘 告 算 靶 ?一世 . 

例 12 七 数 剩 一 , 八 数 剩 一 , 九 数 翻 三 , 问 本 数 . CPE: 求 
一 个 正 整 数 z, 用 7 来 除 * 则 余数 是 1, 用 8 来 除 * 则 余数 是 
1, 用 9 来 除 * 则 余数 是 3.) l 

解 ” 依 题 意 有 
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x=i (mod7), x=1 (mod8), xš 3 (mod9)， 
在 定理 1 中 取 m, = 7, m = 8, m, = 9, b, = b, = 1, h=, 
此 时 有 
M = 7 X 8 X 9 = 504, 


M, = 204 一 72， 
7 
504 

M, = — = 63, 

,= 204 一 56, 
9 


设 Mi 是 一 个 正 整数 , 它 满足 MiM, = 1 (mod7)， 则 有 1 = 
MiM, == 72MI= 2M, (mnod7), 所 以 得 到 Mi 一 4。 设 M; JE 
一 个 正 整 数 , 它 满足 M;M = 1 (mod8), 则 有 1 三 MM, = 
63M; = 7M; 《mod 8), 所 以 M; 一 7. 设 M; 是 一 个 正 整 数 , 它 
满足 MiM;s 三 1 (mod9), 则 有 1 二 MiM;=56M! 三 2M; (mod 
9)。 所 以 Mi 一 5. 故 由 (46) 式 得 到 x 二 72 x 4 + 7 X 63 
+3 x5 x 56= 57 (mod504), FJ 
x= 57 + 504k, k=0, 1,2, 

例 13 十 一 数 余 三 , 十 二 数 余 二 ,十 三 数 余 一 , 问 本 数 。 
CPE: 求 一 个 正 整 数 z, 用 11 来 除 * 则 祭 数 是 3。 用 12 来 除 
x 则 余数 是 2, 用 13 来 除 x 则 余数 是 1.) 

解 ” 依 题 意 有 

x= 3 (mod11), x == 2 (mod12), x= 1 (mod13), 
ass HE m, = 11, m, = 12, ms = 13, h = 3, o, = 2, 

; = 1, 此 时 有 


M = 11 x 12 x 13 = 1716, 
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设 Mi 是 一 个 正 整 数 , 它 满足 MiM: = 1 (mod11), WHA 1 = 
MI IM, = 156M1 = 2M; (modtt), 故 MI 一 6. 设 Mi 是 一 个 
正 整数 , 它 满足 MiM; 三 1 (mod12), 则 有 1 二 MiM; = 143 
M;= 11M; (mod 12), 所 以 得 到 MM; 一 11. 设 M; 是 一 个 正 
整数 ， CHE M;M, = 1 (mod 13), n5 1 = M M , = 132M; 
= 2M; 《mod 13), 所 以 得 到 M; 一 7。 故 由 (46) 式 得 到 
x=: 3 X 6 X 156 + 2 X 11 X 143 + 7 X 132 
= 14 (mod1716), B44 
x= 14 + 1716k, k=0, 1,2, 
例 14 二 数 余 一 ;五 数 余 二 ,七 数 余 三 , 九 数 余 四 , 问 本 数 ， 
《 译 ， 求 一 个 正 整数 z, 用 2 来 除 z 则 余数 是 1， 用 5 来 除 z, 
则 余数 是 2, 用 ?7 来 除 z 则 余数 是 3, 用 9 来 除 x 则 余数 是 4.) 
解 ” 依 题 意 有 
xX 三 1 (mod2), x 尘 2 (mod5), 
x= 3 (mod7), x*= 4 (mod9), 
在 定理 1 中 取 m, = 2, m, = 5, ms = 7, m, = 9, b, = 1, b; 
一 2, b, = 3, h = 4, 此 时 有 
M = 2 X 5 X 7 X 9 = 630, 


M, = m == 315, 
2 
M, = 539 = 126, 
5 
630 
M= > = 20, 
M, = 530 = 70, 
9 
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设 Mi 是 一 个 正 整 数 , 它 满足 MiMi 二 1 (mod2), NA 1 = 
M IM = 315M i= M; (mod2), 所 以 得 到 Mi=1. iZ M; E 
一 个 正 整数 ， 它 满足 MiM; = 1 (mod5)， 则 有 1 = M;M = 
126M: = M2z(mod5), 所 以 得 到 M= 1. ik M; 是 一 个 正 整 
数 ， 它 满足 MsM; 三 1(mod7)， 则 有 1 二 MM; = 90M; = 
6M mod7), 所 以 得 到 M; = 6， 设 MM; 是 一 个 正 整 数 , 它 满 
JÆ MiM, = 1 (mod 9), WRIS 1 = M.M ,= 70M 1 = 7M, 
(mad 9), 所 以 得 到 M; = 4. IH G6) 式 得 到 
x = 3]5 + 2 X 126 + 23 X 6 X 90 + 4 X 4 X 7Ü0Ü 
= 157 (mod 630), 
邑 得 
<= 157 + 6302, k=0, 1,2, 
例 16 韩信 点 兵 ， 有 兵 一 队 , 车 列 成 五 行 纵队 , WRT 
一 人 ,成 六 行 纵 队 , 则 末 行 五 人 ;成 七 行 纵队 , 则 末 行 四 人 ,成 
十 一 行 纵队 , 则 末 行 十 人 , 求 兵 数 | 
E 设 * 是 所 求 兵 数 , 则 依 题 意 
x= 1] (mod5), x= 5 (mod6), 
x= 4 (mod7), x= 10 (modil), 
在 定理 1 中 取 m = 5, m2 一 6, m, = 7, m = 11, b, =l, 
b: = 5, b, = 4, b, = 10, ERS 
| M = 5 X 6 X 7 x 11 = 2310, 
2310 


ll 


M = —— z = 462, 
5 

M, = 2310. 385, 
6 

M, = 23310 L 330, 
7 
11 


= 89 ~ 


设 Mi 是 一 个 正 整 数 , 它 满足 MAM i= 1 《mod5), 则 有 1 = 
MIM = 462M1 =2M! (mo45), 所 以 得 到 M'== 3. IM, 
是 一 个 正 整数 , 它 满足 M; M ,三 1 《mod 6), HIS 1= M M= 
385M;= M; (mod 6), 所 以 得 到 M;==1。 设 M; 是 一 个 正 整 
数 , 它 满足 MiM; 二 1 (mod7), 则 有 1 二 M3M = 330M; = 
M; (mod7), 所 以 得 到 MI 一 1. 设 M; 是 一 个 正 整数 , 它 满足 
M; M, ==1 (mod 11), 则 有 1 三 MiM, 寺 210 M; = M; (mod 
11)。 故 由 (46) 式 得 到 
r = 3 X 462 + 5 X 385 + 4 X 330 + 10 X 210 

6731 = 2111 (mod2310), 


ll 


即 得 
x= 2111 + 2310k, k=0,1,2, =+, 


zJ 题 
1.1978 年 的 “ 八 一 ”是 星期 二 ,1978 年 8 月 份 有 31 天 ;而 
9 月 份 有 30 X<, faj 1978 年 国庆 是 星期 几 ? 
2. 用 弃 九 验算 法 检验 下 列 计算 是 否 正 确 : 
Gi) 4568 x 7391 = 30746529. 
Gü) 2368 x 846 = 2003328, 
Gii) 16 X 937 x 1559 = 23373528, 
Civ) 174 — 83521. 
(v) 23372428 — 6236 = 3748, 
3. 证 明 : 一 次 同 余 式 
ax + Ó = 0 (mod m), 4 六 0 (mod m) 
当 (a, m)| b 时 有 解 ,并 且 解 的 个 数 是 d = Ca, m), 
4. AE 下列 同 余 式 : 
Ci) 258x = 131 (mod348). 
Gü) 3x = 10 (mod29), 


(ui) 47x = 89 (mod111), 
(iv) 660x = 595 (mod 1385). 
5. 解 下 列 同 余 式 组 


r= 3 (mod7), 
G) L = 5 (modil), 
x = 2 (mod 11). 

Cii) ! = 5 (mod7), 

z= 4 (mod5). 

x= 1] (mod7), 
Cii) 432284 (mo45), 
8r+ 三 4 (mod 9)., 


6. 解 下 列 各 题 xg: 《 续 古 摘 奇 算法 多 1275)) 

G) 七 数 番 一 , 八 数 剩 二 , 九 数 剩 四 , 问 本 数 . 

G 二 数 祭 一 ,五 数 余 二 ,七 数 余 三 , 九 数 余 五 , 问 本 数 . 
GD 十 一 数 余 三 ,七 十 二 数 余 二 ,十 三 数 余 一 。 问 本 数 ， 
7. 证 明 : [=] NH 


í = a. (mod my 
x == dq (mod mı) 
的 全 部 解 是 | 
£= ua (mod {m1, m2} ). 
8. 证 明 : 


(i) = (m, m) = d, 则 >d JCh - 一 b) 时 , 同 余 式 组 
p= = À), (modmi) 
x = b, (mod;n,) 
必定 有 解 , 它 的 全 部 解 是 
x= xo (mod [mi, m2}). 
这 里 x, 是 满足 此 同 余 式 组 的 一 个 整数 . 
Gi) #mlm i= 1 2， .其 中 加， …… na BBB 
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TR H 
{ris mp $ret, n} = {m mn *， ma}, 
则 同 余 式 组 
xz = 0; (modm;), i1=1,2,..., 
在 有 人 解 的 情况 下 , 它 的 解 与 同 余 式 组 
x= b; (modn;) ¿= 1,2, +-+, K 
的 解 相 同 . 
9. 试 解 : 
x= 2 (mod7), 
CiD <x= 5 (mod 9), 
x= 11 (mod15). 

Gi) 今 有 数 不 知 总 ;以 五 累 减 之 无 剩 ,以 七 百 一 十 五 么 减 
之 剩 十 ,以 二 百 四 十 七 累 奏 之 剩 一 百 四 十 ,以 三 百 九 十 一 累 碱 
之 剩 二 百 四 十 五 ,以 一 百 八 十 七 昧 减 之 剩 一 目 零 九 : 辐 总 数 捷 
TF? GARE: 《 求 一 术 通 解 》, 答 数 10020.) 

10. 甲 , 乙 两 港 的 距离 不 超过 5000 公里 , 今 有 三 只 轮船 于 
基 天 零 时 同时 从 甲 港 开 往 乙 洪 ， 假定 三 只 轮船 每 天 24 小 时 
都 是 匀速 航行 ,若干 天 后 的 零 时 第 一 只 轮船 首先 到 达 , 几 天 后 
的 18 时 第 二 只 轮船 也 到 达 , 再 过 几 天 后 的 8 时 第 三 只 轮船 也 
HAT. 假若 每 天 第 一 只 轮船 走 300 公里 ,第 二 只 轮船 走 240 
公里 , 第 三 只 轮船 走 180 公里 ， MP. SSSR Pip 
ZE ,= YS E T KKE? 
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J 题解 8 
第 一 章 | 
l. 证 : 任意 一 个 整数 < 都 能 够 写成 
| a = 102 +b (1) 
HER, Ah r 是 一 个 整数 而 0 志 6 二 10， 由 于 2110、，(1) 
式 和 假 没 218, 所 以 有 21a， | 
2. 证 : 把 4 写成 (1) 的 形式 , 则 由 于 5110 和 假设 5|5,ET 
以 有 Sla, | | 
3. 证 : 任意 一 个 奇数 a 都 能 够 写成 


a= ån +b | (2) 

的 形式 , 其 中 # 是 一 个 整数 而 二 是 奇数 并 且 满 足 ! < <3. 
Wl 0, > b x 

"71 ls, 4 b = 3. 3) 


H (2) 式 可 得 到 a 一 1 一 (4n 二 5) 一 1 
= lór’ + 8nb + b? — 1 
= 8(2223 + nb) + (2: — 1). (4) 
上 式 右 端 第 一 项 是 8 的 倍数 ， 又 由 (3) 式 可 知 当 2 一 1 或 
一 3 时 有 81(B? 一 1). 所 以 由 (4) 式 得 到 81(e? 一 1)， 另 一 
种 证 明 是 ,任意 一 个 奇数 a 都 能 写成 a = 2n +1 的 形式 ,其 中 
n 是 整数 .又 有 天 一 1==472 二 42 一 42(2 二 1) 由 于 在 x 和 ww 十 1 
中 必 有 一 个 为 偶数 ,所 以 zz 士 切 为 偶数 , 即 n(x + 1)=2m, 
其 中 姓 为 一 个 整数 , 故 得 a — 1 = 8m, PRA SiC m 
4. 证 ;我们 色 a, a 十 1,a 二 2 十 3 代表 四 个 连续 整 
数 ,其 中 “ 是 一 个 整数 , 则 as(e + D(a + 2)Ca + 3) = (adt 
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3a)Xa2 + 3a + 2) = [C2 + 3a + 1) — 1][(a: + 32 + 1 )+ 
1] = (a? + 3a + 122 — 1. 
所 以 
ala + 1)(a + 2)D(a4a + 3) + 1 = (a2 + 3a + 122, 
ERAM AIAN a? + 3a + 1 EDER, & a + 38 + 122 
是 一 个 平方 数 ， i 
5. 证 : 4 和 a 一 1 是 二 个 连续 整数 ,二 个 连续 整数 中 必 
定 有 一 个 是 偶数 ,所 以 | 
2ja(a — 1)(2a — 1). 四 (5) 
又 任意 整数 a 可 以 写成 | 
a = 37n + b _ (6) 
的 形式 ,其 中 ”和 2 是 整数 , 且 1 < > < 3. 
3 b = 1FF, a — 1 = 37, 所 以 3 (ea — 1); 
4 b= 2 bj, 2a — 1 = 6n + 3, FFI 3|C2a — 1); 
>⁄ b = 3 Ff, a = 3n + 3, M 3ta, 
所 以 不 论 2 是 多 少 雹 有 
3|a(a — 1)(2a 一 1). | (7) 
H (5) s, (7) 式 和 (2,3) = 1 就 得 到 
6la(a — 1)(2a — 1). l 
6, 证 : 由 于 al@— 1) 一 (一切 a + (a + DE Z 4 E 
续 整 数 的 乘积 ， 叉 由 于 三 个 连续 整数 中 必定 有 一 个 是 3 的 倍 
数 ， 所 以 三 个 连续 丈 数 的 乘积 是 3 RRG | 


3jake — 1). | (8) 
又 由 第 3 题 知 道 81C — 1). 所 以 | u 

8SlaGaa— 1) C S (9) 
由 (8) 式 、 (9) 式 和 (3,8) = 1 可 知 = 

24| ala? — 1). 


7. 证 : 任意 一 个 整数 a 能 够 写成 O 


s 94a . 


a = 12 + b 

的 形式 ,其 中 = 是 一 个 整数 , 而 1 < b < 12, 假若 244a, 34a, 
则 由 于 2|112w，3112w。 所 以 24b, 34b. Nit b 只 能 取 1, 5, 
7, 11 PAME. 4 b = 1, 5, 7, 和 11 时, a? + 23 分 别 是 

(12n + 12 + 23 = 144m + 24n + 24, 

(12: 十 5) + 23 = 1447? + 1207 + 48, 

(12n + 7)2-= 23 = 14422 + 168n + 72, 

(12n + 11)! + 23 = 144n2 十 2642 + 144, 
上 面 四 个 式 于 的 右 端 中 的 每 一 项 都 能 被 24 整 除 ,所 以 十 23 
能 被 24 除 尽 . 
x 注 : 此 题 也 可 以 利用 第 3 题 和 第 6 题 的 结果 加 以 证 明 . 
由 于 21a, 所 以 4 是 奇数 .由 第 3 题 可 知 


8 (a3 — 1), (10) 
又 由 第 6 题 可 知 | 
3 jala — 1). 
现 34a, 故 由 引 理 13 得 到 
3| (a — 1). (11) 
H (10) K, UDAM (3,82) = 1 而 得 到 
24|(a? — 1), 
PTOL a? + 23 = Ça? — 1) + 24 能 外 24 ERR. 
8 


G) 解 : 各 数 分 解 成 素 因 数 得 
48 一 2X2X2Xx2X3 一 24X3， 
84 一 2x2X3XxX7 一 22X3xXx7，. 
120 = 2 X 2 X 2 X 3 X 5 = 2 X 3 X 5, 
所 以 (48，84，120) = 22 x 3 = 12, 
Gi) 解 : 各 数 分 解 成 素 因 数 得 
360 = 2° X 32 X 5, 
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810 = 2 x 3! < 5, | 
1260 = 22 x 32 x 5 X 7, 
3150 = 2 X 3 x 52 x 7. 
Br (360, 810, 1260, 3150) = 2 X 3? x 5 = 90, 


9. 
Gi) #L: 由 于 
51425 | 13310 |3 
39930 | 11495 
1| 11495 | 1815 |6 
10890 | 1815 
3 605 oj ° 
PEL (51425, 13310) = 605. 
Gi) #: 由 于 
1| 353430 | 530145 
353430 | 353430 
0 | 176715 |2, 
得 到 (353430, 530145) = 176715, 
又 由 于 
176715 | 165186 |1 
165186 | 161406 
14 11529 3780 | 3 
11340 3780 
20 189 | 0| ° 
得 到 (176715, 165186) = 189, 


HI (353430, 530145, 165186) = 189, 
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Gii) 解 : 由 于 


得 到 (81719, 52003) = 7429, 
HT | 


33649 | 7429 |4 
29716 | 3933 


1} 3933 | 3496 |1 


3496 | 3496 
8] 437 o) ° 
得 到 (33649, 7429) = 437, 
# T 
30107 | 437 |68 
29716 | 391 
1 391 | 46 18 
368 | 46 
2 23 ol ` 
得 到 | (30107, 437) = 23, 
所 以 (81719, 52003, 33649, 30107) = 23. 
10. | 
G) 解 : 由 于 


: 9? 。 


1! 391 
102 |3 
Er 5, 


得 到 (391, 493) —= 12 
所 以 
{391,493} 一 — x 193 = 11339, 
Gü) 解 : 由 于 
3| 209 | 665 
190 | 627 


2| 19 38 |5 


38 
19| ol > 
得 到 | (209, 665) = 19, 
所 以 
{209,665} 一 s2 x 66a = 7315, 
又 由 于 
7315 | 4025 | 1 
4025 | 3290 
1| 3290 | 735 | 4 
2940 | 700 
2| 350| 35 l10 
350 
| o| zae 


r 98 ° 


得 到 (7315, 4025) = 35, 因此 
7315 x 4025 


(7315, 4025} = ——— = 841225, 
35 
ETEA {209, 665, 4025} = 841225. 
Gii) &: 由 于 
1965 | 1834 |1 
1834 | 1834 
14| 131 0j ? 


得 到 (1965, 1834) = 131, 因此 
_ 1965 X 1834 _ 


1965, 1834) : 27510, 
\ z 131 
由 于 
1| 27510 | 30261 
27510 | 27510 
o| 2751 |10, 
4871] (27510, 30261) = 2751, 因此 
{27510,30261} = 27510 X 30261 _ 302610, 
2751 
又 由 于 
| 302610. 55020 | 5 
| 275100 | 55020 
-一 | 一 一 
2| 27510 oj ° 
得 到 (302610, 55020) = 27510, 因此 
1302610, 55020} = 202610 X 22020 一 605220, 


27510 
所 以 11965, 1834, 30261, 55020} = 605220, 


11. 
O G) 证 : 假设 Ca, b) = d, 则 必然 有 


CAD n 
(2,2) = > BID) Ca", b") = 2", 


由 于 假设 Ca, b) = d, 因此 得 到 
(a”, bs) == (a, b)”. 
Gi) 证 : 假设 Ca, b) = d, JBR a A b RSR aad, 
b = bd, 并 且 (a), b,) =], 因此 
(na, nb) = (naid, nb,d) = nd, 
所 以 由 假设 得 到 (ma, nb) = ala, b, 
12. 
G) 解 : 上 一 题 关于 最 大 公 因数 的 性 质 显然 可 以 推 到 
多 于 二 个 数 的 情形 ,所 以 
(216; 64, 1000) 一 (63，43。103) 
= (6, 4, 10 = 2° = 8, 
Gü) 解 : (24000, 36000, 144000) 
= 1000 X (24, 36, 144) 
= 1000 X 12 x (2, 3, 12) 
= 1000 X 12 = 12000, 
13. 证 : 因为 y; Æ a; 入 两 个 数 中 小 的 那 一 个 数 ， 所 


以 ei 和 pi 中 必 有 一 个 数 是 1， 而 另 一 个 是 整数 。 所 以 


(2E RE) = Bic, 就 得 到 下 面 《 个 等 式 


* Ó = ú ú é+ Ë  ÓƏ0 E n * 


HIT pi Po ***, Pr 为 不 同 的 素数 ， 所 以 由 上 面 的 等 式 得 到 
bi PE.. PRs Pu Pe, L2 ~ 1, 
pr' pa: PA pr' pa: Pkt 

BBB 

= 1 


(==: —B 。 
Pipar epr PiP? t epè 
所 以 | 
(a, b) = prip2r" ° pkk. 
又 由 y; 和 6; 的 定义 可 知 y; + 8, = e; + L BH 
= (æ; + p) — y> 1 =< =< K. 
由 引 理 10 得 到 
、- ， 
(a, 5) = Zz. S 
— BP  * ° pk& * pi ip: . -pkk 
Pipar * pkk 
= puteti plitb ra. -+ pk 8KYK 
= pipi? * pk, 
H EN iB BH , 两 个 正 整 数 的 公共 素 办 数 的 较 小 次 军 的 冬 积 
渡 是 这 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 。 两 个 正 整 数 的 所 有 索 因 数 
的 较 大 次 究 的 乘积 就 是 这 两 个 正 整 数 的 最 小 公 倍 数 ， 对 于 多 
于 两 个 数 的 情形 ,这 个 结论 间 样 适用 . 
14. 解 : 赤 用 方 夸 恰好 铺 满 整个 屋子 ,所 用 方 夸 的 最 大 边 
长 就 应 该 是 屋子 的 长 与 宽 的 最 大 公 因 数 ， 为 了 去 掉 小 数 , 我 
们 用 厘米 作为 长 度 单位 , 屋子 的 长 为 525 厘米 , 宽 325 EX. 
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由 于 | . 
(525, 325) = 5 x (105, 65) 
= 5 x 5 X (21, 13) = 5 x 5 = 25, 
所 以 (525, 325) = 25, 
答 : 所 用 方 砖 的 最 大 边 长 是 25 JEX. 
15. 解 : 木 块 的 边 长 显然 是 不 料 的 长 , 宽 、 厚 的 最 大 公 因 
数 。 我们 用 分 作为 长 度 单位 ,由 于 
357 = 3 x 7 X 17, 
105 = 3 X 5 X 7, 
84 = 22 x 3 X 7, 
所 以 (357, 105, 84) = 3 x 7 = 21. 
答 : 本 块 的 边 长 是 2 T 1 2. 
16. 解 : 由 于 各 班 的 学 生 都 要 组 织 在 锻炼 小 组 内 ,和 而且 各 
小 组 的 人 数 相同 ， 所 以 每 组 的 人 数 必 须 是 三 个 班 学 生 人 数 的 
公 因 数 ， 求 小 组 的 最 多 人数 就 是 求 三 个 班 学 生 人 数 的 最 大 公 
因数 ,由 于 
54 = 2 x 3 X 3 X 3= 2 x 2, 
48 = 2 X 2 X 2 Xx 2 X 3 = 2° Xx 3, 
72 = 2 x 2 X 2 X 3 X 3 = 2 X 32, 
所 以 (54, 48, 72) = 2 x 3== 6. X 
3556 Bag, Zan, 
6 56 6 
£: 锻炼 小 组 人 数 最 多 为 6 A. 这 时 甲 班 有 9 个 组 , Z 
BES 8 个 组 ;内 班 有 12 TB. 
17. 证 ;由 于 201 厅 和 183 斤 都 是 整数 壬 手榴弹 的 重量 ， 
历 以 每 颗 手 榴弹 的 重量 必定 是 它们 的 公 因 数 ， 它 们 的 最 大 公 
因数 是 | E 
(201, 183) = 3 X (67, 61) = 3, 
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由 于 3 是 素数 ,而 3 的 因数 只 有 1 和 3, Ed k SERIE HSE BJ 
量 必 定 是 3 JT. 

18. 解 : 两 个 行星 同时 回 到 原来 位 置 所 需 的 时 间 必 定 是 
各 行星 绕 太 阳 转 一 周 时 间 的 公 倍 数 ， 现 在 要 计算 它们 回 到 原 
来 位 置 所 需 的 最 少时 间 ， 所 以 是 求 它 们 绕 一 周 所 需 时 间 的 最 
NAAR. 由 于 

225 = 32 X 52, = 
365 = 5 X 73, 
所 以 {225, 365} = 3? x 52 X 73 = 16425, 

答 : 两 个 行星 同时 回 到 原来 位 置 至 少 需 16425 R. 

19. 解 : 要 使 每 种 规格 的 棋 盒 都 能 铺 满 底面 ,包装 箱底 面 
的 边 长 应 为 各 种 棋 盒 底 面 边 长 的 公 倍 数 。 所 以 箱底 最 小 的 边 
长 就 是 各 棋 盒 底面 边 长 的 最 小 公 倍 数 ， 我 们 用 毫米 作为 长 度 
单位 ,以 便 使 各 个 边 长 都 成 整数 。 用 分 解 素 因 数 的 办 法 得 到 

210 = 2 X 3 Xx 5 X 7, 
120 = 2: X 3 x 5, 
140 = 22 X 5 x 7, 
105 = 3 x 5 Xx 7, 
所 以 (210, 120, 140, 105} = 23 x 3 X 5 X 7 = 840, 

答 : 箱底 边 长 最 少 是 840 Æ, ED 84 ENR. 

20. 8, 由 于 队 形 要 成 为 长 方形 ,因此 人 数 必须 是 行 数 的 
倍数 , 求 最 少 的 人 数 实际 上 就 是 求 各 行 数 的 最 小 公 售 数 ,用 分 
解 素 因数 的 方法 得 

10 = 2 x 5, 15 = 3 x 5, 
18 = 2 x 32, 24 = 2: x 3, 
EE {10, 15, 18, 24} = 2° X 32 x 5 = 360. 
答 : 节 少 需要 360 A. 
21. 解 : 同时 监 合 的 各 齿 到 下 次 再 同时 碍 合 时 ,其 同和 名 化 
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RPR Y ERE, AEFI AR S S URU kk BU 5: JN ZY 
代数 ,由 于 
84 = 22 X 3 X 7, 


36 = 22 x 32, 
60 = 22 x 3 Xx 5, 
48 = 2! X 3, 
PTEL {184, 36, 60, 48} = 24X 32 X 5 X 7= 5040. 又 
2030. 60， ZUE L 140, 5040 84, 5040 一 105. 
84 6 60 48 


答 : 各 齿轮 转 过 的 图 数 是 Hie 60 E. 乙 轮 140 Ë, PS 
轮 84 Fl, J #ë 105 E. 
22. 

G) 解 : 
2|16500 
2|8250 
3|4125 
5|1375 
51275 
5]55 


1 
PTEI 16500 = 22 x 3 X 5: X 11, 


Gi) 解 : 


2|1452990 
3726195 
5|242165_ 
7|48433 
1116919 

17 |629 

37 
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BrU] 1452990 = 2 x 3 Xx 5 x 7 Xx 11 x 17 x 37. 
23. 证 : 我 们 用 反 证 法 ,假定 V 4 是 有 理 分 数 , 即 
Va = 5, q > 1, H (p, 4) = 1. 
由 此 而 推出 矛盾 ，。 将 上 式 两 边 各 自 乘 ”次 方 就 得 到 
1 = t" 


` 
ba 


. q 
HF (2, 2) = 1, 所 以 (p, 22) = 1, B. q" > 1, 因此 各 不 


是 整数 ,而 4 是 整数 . 故 4 = = 不 可 能 成 立 . 这 个 矛盾 是 由 


于 假定 VA 是 有 理 分 数 而 引起 的 ,所 以 V4 不 可 能 是 有 埋 
分 数 . 
”24. 证 : 假设 二 是 方程 的 根 。12| 和 4 都 是 正 整数 ， 且 
Ciela) = 1. 按 题 意 我 们 只 需 证 明 q = 1. 
由 于 二 是 方程 的 根 , 所 以 它 满足 方程 式 , 把 它 代 入 方程 
得 到 


n-ti 


在 等 式 的 两 边 同 乘 以 g, 452 
p" + apq t+ a,—pq” + ag" = O, 
移 项 并 取出 公 因子 
p = glapp + apg 十 + a,-—ipg72 + aq”). 
Ez Ra Aaa rHH T p, z, a, +° *, a, 都 是 整数 ,所 以 整个 括 
IPE BERR. RUAM RRE, M 
p” = —4M. 
因此 4 是 pr 的 因数 ,好 gler 于 是 gjp。 E Cpls q) = 1, 
所 以 必 有 4 二 1， 


Pria Pí +. e + ana T + a, = 0, 
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25. 让 : 我 们 分 宇 步 来 证 明 这 个 间 题 ， 

第 一 步 证 明 : 形 如 4x — 1 的 数 必 定 含 有 形 如 4x 一 1 的 
素 因 数 ， 这 是 因为 奇 素数 能 够 写成 4n 一 1 或 者 4n + 1 的 形 
式 , 这 里 z 是 整数 。 而 由 于 

Cán: + 1)(4n + 1) 一 16n, 十 42 + åm + 1 
= 4(4nn, + n tnp) + 1, 

所 以 形 如 42 十 1 RRR IRER Jp pt E JE IH 4n + 1 BJ 2. 
因此 把 形 如 4= 一 1 的 数 分 解 成 素 因 数 的 乘积 时 ,这 些 素 因 数 
不 可 能 都 是 形 如 42 + 1 的 数 ,而 必然 有 形 如 42 一 1 的 数 。 

第 二 步 假设 形 如 4 一 工 的 数 中 只 包含 有 不 个 素数 : pi， 
Ps, Pre Q a = 4(pbipx' p O — 1, W po Petea px 都 
不 是 a RKA. 因为 假若 其 中 某 一 个 p, ASi << £) Et a 
的 素 因数 , 则 由 于 4(pip1 po 一 a = 1, 等 式 左 端 每 项 都 有 
因数 pi 因此 左 端 是 pi 的 倍数 而 右 端 为 1。 这 是 不 可 能 的 . 
现在 假如 a 是 素数 , 则 由 于 。 本 身 是 形 如 44 一 1 的 数 , H. a 
不 等 于 Po po ees pr 中 的 任何 一 个 ,这 就 与 假设 形 如 4n 一 1 
的 素数 只 有 不 个 相 了 矛盾 .假如 a 不 是 素数 , 则 由 第 一 步 的 证 明 
可 知 2 必 含 有 形 如 4n 一 1 RAR. 而 po Po +: pr 都 不 
是 a RAX, 这 说 朋 除 Pis Po tt’ pr 外 还 有 形 如 42 — 1 
的 素数 存在 ， 这 也 与 假设 形 如 4n 一 1 的 素数 只 有 《 个 相 了 矛 
盾 ， 因 而 形 如 45 一 工 的 素数 的 个 数 无 限 . 

26. 由 引 理 6 可 以 知道 , 判断 义 是 不 是 素数 ， 只 要 把 所 有 
不 大 于 N 的 素数 去 试 除 N, 假如 没有 一 个 能 除 尽 N, JK 
N 就 是 素数 ,根据 这 个 道理 可 以 找 出 不 超过 NN 的 所 有 素数 :我 
们 把 六 以 内 的 自然 数 (1 除外 ) 按 次 序 排列 ，2, 3, 4, 5,……， 
N. 第 一 个 数 2 是 素数 ,我 们 在 这 些 数 中 把 2 留 下 , 按 次 地 划 
去 2 以 后 的 所 有 2 的 倍数 (如 4, 6, 8,0). 2 后 面 没有 被 
划 挤 的 是 3, 它 也 是 素数 , 把 3 留 下 , 再 顺 次 划 去 3 以 后 的 所 


* 106 ° 


有 3 的 倍数 、， 其 中 有 的 数 也 可 能 在 划 掉 2 的 倍数 时 已 被 划 掉 
了 ， 在 3 后 面 没有 被 划 去 的 是 5， 可见 5 不 是 2 或 3 的 倍数 
《不然 已 被 划 去 了 ), 所 以 5 也 是 素数 .同样 把 5 留 下 , 顺 次 划 
去 所 有 5 的 倍数 ， 这 样 继续 下 去 直到 把 所 有 不 大 于 V N 的 
素数 的 倍数 都 划 去 。 留 下 的 就 是 不 大 于 六 的 所 有 素数 了 ， 造 
100 以 内 的 素数 表 时 ,由 于 不 大 于 V 100 的 素数 只 有 2, 3, 5 
和 7， 因此 只 要 划 去 这 四 个 素数 的 所 有 倍数 ， 留 下 的 数 便 是 
100 以 内 的 素数 了 列表 如 下 : 


2 3 S 5 €&€ 7 S S N 
H B It II NDN 
DO 2> 23 % 28 2 3% 2& 29 A 
31 R R 34 3 34 37 R 3Q > 
41 OR 43 MON M 47 RANN 
I 52 53 54 58 S SK 3 59 X 
61 R R M E K 67 N R N 
71 R 73 M A X> NE 79 BQ 
` $L R 83 MEKANIN 
HH % a 5” % S 97 R ti 
yy | 
i) 解 : | | 
435785667 | 131901878 |3 
395705634 120240099 


3 40080033 -11661779 3 


34985337 1015932922 


— — n ar a a 


2 5094696 1472387 
= 4417161 1355070 | 


— 


~ 


5 


m 一 ar ~ -一 上 


一 [一 | 
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2 677535 | — 117317 |5 
586585 90950 

1 90950 26367 |3 
| 79101 23698 

?| 11849 2669 | 4 
| 10676 2346 

2 | 1173 323 | 3 
| 969 204 

1 204 119 |1 
| 119 85 

1 | 85 34 |2 
68 34 

2| 17 oj ， 


所 以 (435785667, 131901878) = 17. 

(Gii) 解 . 由 于 15959989 = 3989 X 4001, 

右 端 的 二 个 数 3989 和 4001 都 是 素数 ， 它 们 显然 都 不 是 
7738 的 因数 ,所 以 (15959989, 7738) = 1. 

28. G) 解 : 因为 


3|174530187 
3|58176729 


= — —y  — a. 


1316464081 


13 497237 
23 38249 
1663, 


. 108 


所 以 174530187 = 3° x 132 X 23 X 1663. 
Gi) # ; 因为 
221 0352035484_ 


— —— r Ys+ —— F T—RT" 


3 7588008871 


7159196002957 
7|8456571851 
71208081693 
13 (172583099 


17: 13275623 


pE 


1 [780919 
23 |41101 
1787, 
所 以 | 
710352035484 — 22 X3 X P X 13 X 17 X 19 
x 23 X 1787, 
Cii) # ; 因为 


2|40528613317500 


2 20264306658750_ 


— F rn m — i HJ 


3 1125794814375 


5 375264938125 
5|75052987625 
5 15010597525_ 

5 3002119505 


7 600423901 
85774843 
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7 85774843 
7112253549 
1 T1750507 
1 1159137 
1714467 


23 |851 
37, 


所 以 
40528613317500 = 22 X 3 X 5t x Z: x 112 >< 17 
x 23 x 37. 
29. 证 ; 我 们 有 F,= 22 + 1 = 2' X (27. + 1 = (1 + 
2: x 5 — DOD + 1 = (1 + 22 x 5)(22)* + 1 — (273' = 
(1 + 2? x 5)1(24 + (1 — 5 X 2) (1 + 25 X 2)} == 641 
x 6700417. 


第 二 章 
1. 
Gi) #: FH 1 的 数值 那 一 到 知道 不 大 于 420 的 最 大 数 
是 256, 又 有 有 2 = 256, 由 420 — 256 = 164, HHR 1 的 数 
值 那 一 列 知道 不 大 于 164 的 最 大 数 是 128, 又 有 2 = 128 .由 
164 -= 128 = 36, 再 由 表 1 的 数值 那 一 列 知道 不 大 于 36 的 最 
大 数 是 32, 又 有 2 = 32。 由 36 — 32 = 4, 再 由 表 1 的 数值 
那 一 列 知 道 不 大 于 4 的 最 大 数 是 4, 又 有 P = 4。 由 于 
420 = 256 + 128 + 32 + 4 
= 1 X 2: + 1 X 22 + 0 X 25 + 1 X 2° 
+ 0 X 2* + 0 X 2: + 1 X 22 + Ü X 2 -+ 0, 
所 以 420 = (110100100). 
Gu) 解 : 由 表 1 的 数值 那 一 列 知 道 不 大 于 2640 的 最 大 
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zE 2048, X 2" = 2048, FH 2640 一 2048 一 592， 再 由 
K 1 的 数值 那 一 列 知道 不 大 于 592 的 最 大 数 是 512, 又 有 
2’ = 512, 由 592 — 512 一 80， 再 由 表 1 的 数值 那 一 列 知道 
不 大 于 80 的 最 大 数 是 64, X 25 = 64. H 80 — 64 = 16, 
再 由 表 1 的 数值 那 一 列 知道 不 大 于 16 的 最 大 数 是 16, X 
2t= 16， 由 于 
2640 = 2048 + 512 + 64 + 16 = 1 x 2" 
+ 0 X 20 + 1 X 2° + 0 X 2: + 0 X 2” 
+ 1 x 26 + 0 X 2: + 1 X 2 + 0 Xx 2° 
+ 0 x 22 + 0 X 2 + 0, 
所 以 2640 == (101001010000), 
2. 
G) 解 : 
(111111 一 1X2 十 1X24-IX2 十 1X23 
+ 1 X 2 + I = 63. 
Gi) 解 : | 
(11100001); = 1 X 2 + 1 X 2 + 1 X 2° +: 0 X 2° 
+ 0 Xx 2: + 0 X 2: + 0 X 2 -+ 1 = 225, 
3. 


G) #: 由 ~ 一 52 + $, BE b = 4. 


= = 6 + 二 ,得 到 bi = 4, b, = 6, B|) 420 = (644), 
Gi) A: sh TU = 330, 得 到 为 一 0, 
330 


ATTA ta Bh = 2. BE = 5 + +> 得 到 = 


1, 5, = 5, E|] 2640 = (5120), 


elll» 


Ci) 解 ， 
(256) = 2 X 8 + 5 X 8 + 6 = 174, 
Cii) 解 : 
(11300), = 1 x 8 + 1 Xx 8°: + 3 X 82 
+ 0 x 8 + 0 = 4800, 

5. 

G) 解 : 第 一 步 先 将 这 个 二 进 制 数 依次 分 成 三 个 数字 为 
一 组 , (101101101), = (101 101 101)， 然 后 使 用 (2.2) 式 中 
的 式 子 (101), = (5), BI (101101101): = (555). | 

G) 解 : 第 一 步 先 将 这 个 二 进 制 数 依 次 分 成 三 个 数字 为 
一 组 , (101011001101001), = (101 011 001 101 001);, 然 后 
使 用 (2.2) 式 中 的 式 子 (101); = 《5)s, (011); 一 (3)s, (0012; 
= (1 )e, 由 得 | 

(101011001101001) = (53151); 

6. 

G) 解 : EM C2.2) 式 中 的 式 子 O = C100) 
(0), 一 (000) (1) 一 《001),, PBB 

| (401), = (100000001 ),. 

Gü) A: 使 用 (2.2) 式 中 的 式 子 有 (1)s = (0015, 

(2)s =C010)2, (7)| = C111);, (0), 一 《000)， 如 得 
(1270), = (001010111000); =. (1010111000), 


7. . 
Ci) 解 : 由 于 | 
(1001); (1110) (11101) 
十 (101), +—( 111. + llk 
(1110), ° (11101), ` (100100); 
因而 有 


(1001), + (101); + C1111): 十 《111) = (100100);, 
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Gi) 解 ， 由 于 


(101011); (111110) 
(10011); 111), 
(111110); ° (1001101) 7 
AmA 
(101011), + (10011); + (1111); = (1001101); 
. 
G) R: 由 于 
(111) 
x (101) 
(111) 
+ (11100, 
(100011) 
因而 有 (111) x (101): = C100011)3àQ. 
Gi) 解 ， 由 于 
(1001) (111111) 
x (111) x (1 0 1); 
(1001) (111111) 
(10010) +(11111100)}, 
+ (100100) (100111011) 
(lll1l11) 
因而 有 (1001), x (111) X (101), = (100111011),. 
9, 
G) 解 : 我 们 先 采 用 惯用 的 减法 运算 ,得 到 
(1010111); (111110) 
一 (11001) — (11110) 
(111110) °? (100000) ` 


因而 有 (1010111), — (11001); — (11110); = (100000),. 
现在 我 们 再 使 用 求 补 数 的 方法 来 进行 运算 . 先 求 
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(11001), 的 补 数 而 得 到 《00111); 一 (111)， 然 后 将 被 减 数 
(1010111); 加 上 补 数 而 得 到 
(1010111); 
十 (111); 
(1011110) 
然后 再 减 去 (100000):, 便 获得 (1010111): — (11001), 的 答案 
(1011110); 
— (100000), 
(111110) 
现在 我 们 再 来 求 (111110); — C11110), ÆR 《11110); 的 补 
数 而 得 到 《00010); 二 《10);, 然后 将 被 减 数 《111110);, 加 上 补 
数 而 得 到 
(111110) 
+ (1 0); 
(1000000), 
然后 再 减 去 (100000):, 便 获得 (111110); — (11110), 的 答案 
(1000000), 
— (100000) 
(100000)? 
AmA (1010111) 一 (11001); — (11110), = (100000), 
Gi) 解 : 我 们 先 采 用 惯用 的 减法 运算 得 到 


(10110001) (1000101), 
一 (1101100) — (11110) 
(1000101) (100111) 


因而 
(10110001), — (1101100); — (11110); = (100111). 
现在 我 们 再 使 用 求 补 数 的 方法 来 进行 计算 . 先 求 
(1101100): 的 补 数 而 得 到 (0010100) = (10100), 然后 将 被 
减 数 (10110001): 加 上 补 数 《10100); 而 得 到 | 
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(1011000 1), 
+ (10100), 
(11000101) 7 
AFERA (10000000), 便 获 得 (10110001), — (1101100): 
的 答案 
(11000101); 
—(10000000), 
(1000101 ° 
现在 我 们 再 来 求 (1000101); — (11110). 先 求 《11110), 的 
补 数 而 得 到 (00010) = C0), ARK RR 000101) 加 
上 补 数 《107; 而 得 到 
(1000101) 
+ (1 O); 
(1000111); 
然后 再 碱 去 (100000),， 便 获得 (1000101); — (11110); 的 答 


案 
1000111 


— G 00000) 
(1001115 


因而 有 | | | 
(101100C1),— (1101100), — (11110), = (1001113; 
10. 
Gi) E: 我 们 先 采 用 惯用 的 除法 运算 得 到 


C100001);) (1100011); 


— 1000010 
(100001 


— (100001) 
(03; 
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Eme (1100011), — C100001); = (11);. 
现在 我 们 再 使 用 求 补 数 的 方法 来 进行 运算 。 我们 首先 求 
除数 《100001); 的 补 数 而 得 到 《011111); = G 1111), 然后 将 
被 除数 《1100011) 加 上 补 数 (11111): 而 得 到 
(1100011) 
+ G11), 


一 一 一 一 一 -一 一 -一 -一 一 一 一 


(10000010) 
然后 再 减 去 (1000000)， 则 得 第 一 次 减 去 除数 后 的 余数 , 即 
(10000010)， 
一 (1000000) 
(1000010); ° 
然后 再 将 余数 (1000010)， ME% (111115 再 减 去 
《1000000)， 则 得 第 二 次 减 去 除数 后 的 余数 , 妈 
(1000010) 


+ 01111} 
(1100001) 


— 000000), 
(100001) 
然后 再 将 余数 (100001), ME% (11111) FRA 
《1040000)， 列 得 第 三 次 减 去 除数 后 的 余数 , 即 


(100001) 


— —........ 


(1000000) 
-一 41000000) ， 
(0), 
TRAH, 因为 总 共 减 了 三 次 刚好 减 完 , 其 商 是 3, 将 3 
变换 成 二 进 制 数 就 是 (11)， 所 以 
(1100011); — (100001); = (11),. 


e 116 e 


Gi) 解 ， 我们 先 采 用 惯用 的 除法 运算 ,得 到 
(1 1 1), 
(111);) (110001) 
— (11100), 
(10101); 
— (11105; 
(111) 
— (111) 
i (0): ° 
因而 有 (110001), — (111); = (111);. 
现在 我 们 再 使 用 求 补 数 的 方 靶 来 进行 运算 。 首先 求 除数 
(111) 的 补 数 而 得 (1);， 被 除数 减 去 除数 ( 即 加 补 数 〈《1),, 再 
减 去 (1000),) 
(110001); 
二 | 第 一 次 减 去 除数 ,余数 为 (101010);， 
(110010); 
一 (1000) 


i 


(101010) 


+o _ GC) _. 
(1 01 01 1), 第 二 次 减 去 除数 ,余数 为 (100011);. 
一 Q000}? 
(100011) 


+ _ 《41 第 三 次 减 去 除数 , 余数 为 (11100).。 


(100100), 
— 000} 


——s 


(11100); 


+ _ u) o) 
giron | 第 四 次 减 去 除数 ,余数 为 《10101)> 


一 000), 


(10101), 
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“10101),) 
十 a); 


rp 


(10110) 


— (1000) 
(1110), 
Hoi 第 六 次 减 去 除数 ,余数 为 (111). 
— _ (000), 

(1 11); 
= CO pa, an> o, 
— 1000} 
| (0): 
不 难看 出 。 因 为 总 共 减 了 七 次 刚好 减 完 , 其 商 是 7, 将 7 变换 

成 二 进 制 是 (111),, 所 以 


(110001); 一 C111), = (ili), 


Sr EE, REH C110) 


Neea, eee 


M 


$ 
li! 
HH 


G) 8: 方程 式 如 果 有 整数 解 ， 它 一 定 是 常数 项 的 因数 
此 方程 的 常数 项 2 共有 四 个 因数 : 1, 一 1, 2 和 一 2，、 由 于 方 
程 中 每 一 项 的 系数 都 是 正 的 ,因此 不 可 能 有 正 数 解 ,因为 * 取 
正信 代入 方程 时 ， 左 端 每 一 项 者 是正 数 。 所 以 方程 的 左 端 不 

可 能 为 0， 因而 只 须 将 一 1 和 一 2 代 人 方程 验算 。 验算 结果 
只 有 一 1 满足 方程 式 ,因此 方程 具有 叭 - 的 整数 解 x 一 一 1. 

Gi) 解 : 常数 项 的 四 个 因数 是 : 1, 一 1, 37, 和 一 37, 由 
于 方程 的 第 一 项 是 * 的 九 次 方 ， 它 的 方 次 数 远 大 于 其 它 各 项 
的 方 次 数 ， 并 且 各 项 的 系数 都 不 大 .所 以 * 以 绝对 值 较 大 的 
数 代 入 时 ， 方 程 第 一 项 的 绝对 值 远 运 大 于 其 它 各 项 绝对 值 的 
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和 ,因而 方程 的 左 端 不 可 能 为 0。 例 如 以 x = 37 或 一 37 化 入 
时 , 方程 的 左 端 就 不 可 能 为 0( 留 给 读者 自己 进行 计算 )?。 所 
以 37 和 一 37 不 是 方程 的 解 。 又 方程 中 除了 常数 项 以 外 , 其 
余 各 项 的 系数 都 很 小 , 并且 项 数 也 不 多 ,因此 * 以 绝对 值 较 小 
的 数 代 入 时 , 这 些 项 的 数值 都 很 小 。 它们 的 绝对 值 的 和 小 于 
第 数 项 的 绝对 值 时 ,方程 的 左 端 就 不 可 能 为 0， 例如 以 yx 一 1 
或 -- 1 代入 了 时， 前 面 各 项 的 绝对 值 的 和 远 远 小 于 当 数 项 37, 
所 以 1 和 一 1 也 不 是 方程 的 解 .。 因此 原 方程 没有 整数 解 . 

对 于 某 些 方程 ， 我 们 可 以 用 类 似 上 面 讨论 的 办 法 来 判断 
它 的 整数 解 : 可 以 免 去 以 常数 项 的 因数 代 人 验算 的 联 烦 。 

Cii 解 : 由 于 

1005973 = 1009 x 997, 

而 1009 和 997 都 是 素数 ,所 以 常数 项 1005973 有 八 个 因数 : 
士 1, 士 997， 士 1009 Ñ 1005973, 

和 Gi) 中 讨论 的 情况 一 样 , 这 个 方程 的 常数 项 非常 大 ,其 
余 各 项 系数 不 大 ,项 数 也 不 多 . 以 x+ = 土 1 代入 ,这 些 项 的 绝 
对 值 远 小 于 常数 项 , 所 以 t1 不 是 方程 的 解 。 又 这 个 方程 最 
RRI v, 而 x 和 x 项 的 系数 不 大 ， 故 以 > 一 + 1005973 
代入 时 , 第 一 项 的 绝对 值 远 大 于 其 余 各 项 。 同 理 由 于 997 和 
1009 接近 于 1000， 常 数 项 1005973 接近 于 1000, E, x = 
+997 I+ 1009 代入 时 , 首 项 的 绝对 值 仍 比 其 余 各 项 大 很 多 ， 
因而 +997, +1009, 土 1005973 都 不 景 解 〈 留 给 读者 自己 进 
行 计算 )， 所 以 原 方程 无 整数 解 . 

2. 

OQA: 由 于 (7, 15) 一 1, 且 常 数 项 是 零 , 所 以 方程 的 整 
数 解 为 : zx 一 一 15i y = 71, t= 0, +1, £2, < 

Gi) 解 : 由 于 11 二 9 + 2, 9 = 2X4-+1, 得 到 上 一 9 一 
2 X 4 == 9— 4X (11 — 9) = 9 x 5— 11x4. ITCL x æ 5, 


wig 


一 4 是 方程 的 一 组 整数 解 . 它 的 全 部 整数 解 是 
x= 5 + liz, = 4 + 9, #=0, +1, +2, += °. 
Gi) 解 ， 由 于 (17, 40) = 1, 所 以 方程 有 整数 解 . 今 完 
解 17u + 402 一 1， 由 于 
40= 一 2XIi7 十 6，17 一 2X0 十 5， = 5 + Í, 
得 到 | 
1=6 — 5=6 — (17 一 2X6) 一 一 17 十 3X6 
一 -一 17 + 3X(40 — 2X17)=17Xx(—7) 
+ 40x3, 
El u = —7, v = 3 Œ ]7# + 40; 一 1 的 一 组 整数 解 . 令 
x = 2802, y= 280, 
17x + 40y = 280(17z + 40x) = 280. 
MEL < = 280 x (一 7) = —1960, y= 280 X 3 = 840 是 
17x + 40y = 280 的 一 组 整数 解 . 它 的 全 部 整数 解 是 zx 一 
一 1960 — 402, y = 840 + 17ż:, B 
x = —40/, y= 7 + 17, ¿i= 0, +1, +2,;- °, 
(iv) 解 ， 由 于 133=7x19, 105=7 x15, 217=7 x31, 
所 以 方程 的 解 与 | 
i t9x 一 15y = 31 
的 解 完全 相同 ， 今 先 解 
19x — 15r = 1. 
由 于 19=15 + 4, 15=3 X 4 + 3, 4=3 + 1, 
而 得 1=4 — 3=4 — (15 — 3 x 4)=4 x 4 — 15 
=-4 Xx (19 — 15) — 15=19 x 4 — 15 X 5, 
所 以 zx = 4, v = 5 Eb 194 一 15ç = i 的 一 组 整数 解 , 因而 
x = 31 X 4 = 124,y = 31 X 5 = 155 Æ 19x — 15y = 31 
的 一 组 整数 解 ， 它 的 全 部 整数 解 是 
x = 124 + 152, y= 155 + 19:, 
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Bi) 
x= 4 + 15, y= 3 + 19, #=0. +], £2, °°. 
(v) 解 : 由 于 49 一 7 x 7,56 = 7 X 8,14 == 7 X 2, #I 
35=7 x 5, TAJ TERNS 
Zx — 8y + 2z = 5 
的 解 相 同 . 令 
Tx — 8y = 了， 
plj z: + 27 = >, 
易 见 x 二 7z, y = 61 Ë 7x 一 8y = r KARERE. AE 
HERRER E 
x = 7t + Bu, 
om “ ` 5 °: 
而 :一 1, 一 2 是 上 二 2z 一 5 的 一 组 整数 解 . Bu pas 
数 解 是 


mm 的 表达 式 代 到 z, y 的 表达 式 中 , 得 到 原 方程 的 全 部 整数 
解 是 
xy = 7 — l4v + 8a, 
y 一 6 — ]2; + 7u, 
z = 2 -+ z, 
Ix Bi u 和 vw 通过 一 切 整 数 . 
3, 
G) 解 ， 由 于 14021 一 7 x 2003, 38057 = 19 X 2003, 
426639=213 >x 2003, 所 以 原 方程 的 解 与 
7x + 19y = 213 
的 和 解 完全 相国。 今 先 解 
Ju + 19v = 1. 
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出 于 
19=7 X 2 +5, 7=5 +2, 5 一 2 X 2+ 1, 
得 到 
I =5—2X2=5—2x(7—5)=3X5—2x7 
= 3 X (19—7X2)—2x7 
= 7 X (—8)-+ 19 Xx 3, 


所 以 xz 一 一 8 一 3 是 ?zz + 19v = 1 的 一 组 整数 解 。 因而 
下 x 213 = 一 1704 
y = 3 X 213 = 639 


TE 7r -+ 19y = 213 的 一 组 整数 解 。 它 的 全 部 整数 解 是 
| = —1704 — 19z, 
¿= 0, +1, +2, 
= 639 + 7t, 
El 


z = 0, +I 


> 


> +2, e.. 


人 = 25 — 197, 
y=2 + 7t, 
Gi) Æ: 因为 (20746, 63581) = 1, WAEA. 现 
先 解 方程 
20746u — 63581 = 1, 


由 于 
| 63581 = 20746 X 3 + 1343, 
20746 = 1343 x 15 + 601, 
1343 == 601 X 2 十 141, 
601 = 141 X 4 + 37, 
141 = 37 X 3 + 30, 
37 = 30 X 1 + 7, 
30 = 7 Xx 4+2, 
7=2 x 3 +1, 
所 以 
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1=7— 3 x 2 = 7 — 3 x (30 — 4 x 7) 
= 13 X 7 — 3 x 30 = 13xX(37 — 30) — 3 x 30 
= 13 X 37 — 16 X 30 
= 13 X 37 — 16 X (141 — 3 x 37) 
= 61 X 37 — 16 X 141 
= 61 Xx (601 — 4 X 141) — 16 X 141 
== 61 X 601 — 260 X 141 
= 61 X 601 — 260 X (1343 — 2 X 601) 
= 581 X 601 — 260 X 1343 
= 581 X (20746 — 15 x 1343) — 260 X 1343 
= 581 X 20746 — 8975 X 1343 
581 X 20746 一 8975 x (63581 — 3 X 20746) 

= 27506 X 20746 — 8975 X 63581. 
因此 zx 一 27506, v = 8975 是 方程 

20746u — 63581; = 1 


j 


的 解 。 因 而 
f = 27506 X 323 = 8884438 
y = 8975 X 323 = 2898925 
是 原 方程 的 一 组 整数 解 。 它 的 全 部 整数 解 是 
Ñ = 8884438 十 635817, ， 
y = 2898925 十 20746 
这 里 上 通过 全 部 整数 ,因而 1 十 《(% 是 荣 固定 整数 ) 也 通过 全 
部 整数 . 所 以 在 上 面 的 解 中 以 zt 十 人 代 以 zt 后 仍 为 原 方 程 的 
全 部 解 。 但 这 时 适当 的 选择 可 以 使 前 面 的 常数 变 小 一 些 . 
例如 在 上 面 的 解 中 以 上 一 139 代 以 上 就 得 到 解 为 
i = 46679 + 63581z, 
y = 15231 + 20746z, 
4, 解 : 这 是 一 个 三 元 一 次 联 立 方程 式 ， 我 们 可 以 使 用 消 
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+] 


3 — 73) 


+2, «+. 


= 0, + 1, +2, =., 


元 法 消去 其 中 的 一 个 未 知 数 , 就 得 到 二 元 一 次 方程 了 .。 将 第 
LARRA 2 再 加 上 第 二 式 就 可 以 消去 z 而 得 到 

13x 十 13y = 52, 

BẸ 


r-t y = 4. 
容易 看 出 * 一 4, y = 0 LEDEN, 它 的 全 部 解 是 
xz = 4 — i, 
| ¿= 0. +I, =2, °°, 


y =r, 
把 这 个 解 代入 质 方程 的 第 二 式 ,得 到 
3(4 — z) — zt — 4z = 4, 
Bj 
z= 2-4, ¿š#==0, l, =, 
现在 要 求 出 所 有 正 整 数 解 ， 令 > 二 0, 二 0, > 0, 就 有 
4 — 72 0, z2>20, 2 — ¿t> 0, 
即 0 一 < 2， 所 以 只 能 取 2 = 1, 把 它 代 人 解 中 ,得 到 原 方程 
组 的 唯一 的 一 组 正 整 数 解 十 xz 一 3,7 一 1 一 虐 
5. 解 ; 设 以 z, y, z 分 别 代表 到 一 分 、 二 分 、 五 分 硬币 的 
数目 ,因此 得 到 下 面 的 方程 
x + 2y + 5z == 18, 
x + y -+ z = 10. 
二 式 相 减 得 到 7 十 4z 一 8. 
我 们 要 求 出 上 方程 的 非 负 整数 解 . 今 先 解 
u + 4 = 1]. 
由 于 4 二 3 +1, 得 到 1 一 —3 + 4. Brel z = —3, ç = 1 
是 xz 十 4 一 工 的 一 组 整数 解 . 因而 
y = 8 X (—3) = —24, z = 8 x 1= 5 
是 yy 十 45 = 8 RJ— H 3 %Z W C I E PREE kX JW: AS 


y = —24 — 41, z=8 -á #= 0, Fl, 52,» 
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x = 10 — y — z = 26 + 5f, 
控 题 着 必 贷 x 宇 0,y 宇 0,s 守 0, IH > = 26 + 3⁄ Z Ü 得 到 
> — 296, d y = —24 — 4: >: 0 S| 2 < —6; Hi z==8 十 


= 0 o aa , > —8 因此 一 8 < ;<&—6C H 二 一 5 一 — 6) 


x = 2 x = 5 W 
y = 3 p- y = 0 
z = 0, > = 1, |= 2 


所 以 有 三 种 不 同 的 取 法 , 即 上 面 的 三 组 钙 . 
6. 解 ， 以 <, 分别 表 示 裁 剖 成 大 人 和 小 孩 衣 服 的 件数， 
则 有 方程 
7.2x 十 3y = 75, 
BN 12x + 5y = 125, 
MR GIJE ARERO. <> G We 
12z + 5v = 1, 
由 于 12 = 2 x 5 + 2, 5 = 2 X 2 +1, 而 得 
I=5—2 x 2 = 5=— 2 Xx (12 — 2 X 5) 
= ]2 X (—2) + 5 X 5, 
所 以 xz 一 —2, v 一 5 是 12x + 52 一 1 的 一 组 整数 解 . 因而 
= 125 x (—2) = —250, y = 125 X 5 = 625 Ñ: 12x 十 5y 
= 125 的 一 组 整数 解 。 它 的 全 部 整数 解 是 > 一 一 250 — 5#, 
y = 625 + 12z, R r = — 5:, y = 25 + 12:4, z= 0, + 1, 


+2, .……。 按 题 意 要 求 x 之 0, y Z 0, Fi z = — 5: 之 0 得 到 


js JZ: 25 1. 
=< 0. i 放 有 
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分 别 取 # = 0, —1, —2, 对 应 的 三 组 解 是 
六 一， { Ww 
y = 25, y = 13. y= 1. 
7. 3. 假设 十 位 数 是 r, 个 位 数 是 y, WRA 


10r + y = 3xy, 
等 式 两 边 闻 除 以 * 得 到 


10 + — = 3y, 
x 
上 式 中 由 于 10 和 3y 都 是 整数 , 所 以 一 也 一 定 是 整数 . 假设 


z 一 二 ， 则 原 方程 变 为 


3y — z = 10. 
ABAN y = 4, z = 2 是 它 的 一 组 解 . 它 的 全 部 整数 解 是 
= 4 +7 
l: ; £= 0, +I, £2, ++, 
z = 2 -+ 3z, 


现在 讨论 x 和 > 所 应 当 满足 的 条 件 ， 二 位 数 必须 满足 0 S y 
< 9, ] << =< 9. 所 以 


FH! 


X. y = xz 之 z. 所 以 
4 + z > 2 + 3, HJ z < 1. 


因此 — T <: <1, 所 以 上 只 能 取 0, 1 二 个 值 .将 :一 0 1 
代入 解 中 得 到 
Y 


z = ORT y = 4, z = 2, r= — = 2. 


r 
L. 
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过 
z 


r= lJ y = 5, z = 5, x = — = 1. 


所 求 的 二 位 数 是 24 和 15. 

8. 证 : 证 有 分 三 步 . 

G) 假如 R. 和 ;是 能 够 写成 形状 为 ax + by 的 二 个 整 
数 。 这 里 和 2 是 固定 的 正 整数 ，* 和 ? 是 整数 。 则 Ri 十 
k, R; (Ki, k, 是 整数 ) 也 可 以 写成 ax 十 by 的 形式 ， 这 是 因为 
假若 


| R, = ax + by K; = AX} + byas 
Hi 


k R, + ER; = alkixi + kx) + blkiyi + kaya). 
由 于 ka, 十 和 xz 和 kiyi + koy: 都 是 整数 ,有 以 A R, + kR 也 
是 形 如 ax + by 的 数 ， 
Gi) 由 第 一 章 的 引 理 4 可 知 , 若 * 和 2 是 正 整 数 , H a> 
2， 则 必 人 存在 9 > 0, 使 得 
a = bm, +r, HOS +>, < >. 
癌 梓 由 于 2 > ri 故 存在 q, > 0, 使 得 
b = rng + r, EH. 0 < r, < r,, 
这 样 继续 下 去 ,由 于 余数 r, ro ' 逐次 减 小 ,所 以 经 过 有 限 
步 以 后 ,最 后 终 可 使 余数 为 0。 因 此 我 们 有 


a = bg, + Tis 0< Fi < 一 b; 
b == F102 十 Fais 0 一 F2 < 一 7 13 
Ti == rags + Fis 0 — r3 < a5 (1) 


fn = Epila 二 r, Ü — z, < r,—15 

Pani = T,Qu+15 
最 后 一 式 的 余数 为 0。 由 第 一 章 的 引 理 8 可 知 ， 由 (1) 中 的 
第 一 式 有 Ca, b) 二 《5,71)， 由 第 二 式 有 (86,70) = (r. r); 
由 第 三 式 有 《ro 12) = (r, r), 以 此 类 推 ， 直 到 最 局 一 式 有 


.* 127 » 


Cr,—u ra) = rn 所以 有 : 

(a, b) == (Ó, ri) = (zi ra) = + ++ == (Fais Ta) = Tas 
即 最 后 一 个 余数 r, 就 是 a 和 2 的 最 大 公约 数 , XE ETA 
除法 的 原理 . Iia Re ERTA r, = 1. 


Gi) 把 (1) 式 写 成 : 
ri = a qb, 
T3 55 Fi 372» | (2) 
Tan == Fy-2 T Ann- 


这 里 2, ets q, 都 是 整数 ， 由 人 的 讨论 可 知 , HH aM 6 À 
身 是 形 如 ax 十 by 的 数 ， 故 由 (2) 中 的 第 一 式 ; z 2 E HH 
ax + by 的 数 ; 又 由 第 二 式 ,5 和 ?ri 是 形 如 ax + by 的 数 ,所 
以 7; 是 形 如 ax + by 的 数 ; 又 由 第 三 式 ; r, fl >, EJEA ax + 
by 的 数 , 所 以 r, 是 形 如 ax + by 的 数 . 以 此 类 推 , 最 后 由 最 
RBF ra P rna 是 形 如 ax + by 的 数 , 所 以 7+, 是 形 
如 az + by WR. E GD 的 讨论 已 知 mr = 1, 因而 必 存 在 二 
个 整数 x 和 yy， 使 得 ax + by = 1. 


9. 证 : Gi) 先 证 明 和 三 二 了 都 是 整数 ,并 且 


z + z 一 y 
CP -+ 
由 于 * 是 偶数 , 所 以 x 是 偶数 , 而 由 (x, y) = 1 可知 7 一 定 
是 奇数 ,于 是 多 也 是 奇数 ,因此 x? + 如是 奇数 ,又 x, y WB 
是 

+ y = 2, (32 
故 由 (3) 式 可 知 x 是 奇数 ， 于 是 z 也 是 奇数 .。 由 于 z 和 y 
者 是 奇数 ， 所 以 z+ y 和 = 一 y 都 是 偶数 ， 因 而 证 明了 
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之 和 二 都 是 整数 .假设 


2 
| (2+2, z) 


2 2 
则 可 以 写成 
zty 
pea 
a pd, 


其 中 (hk, kd) = 1, 将 上 二 式 相 减 得 到 y = (ki — kðd, Prid 
djy. XHG) 式 得 | 

| a? = g? — y? = (z + y)(z — y) = Akiki, 
所 以 d2|x2, Bl 2|x. 因为 4 同时 除 尽 * 和 y, 故 有 dl G, y). 
[BEX Cx, y) = 1, 所 以 4 = 1。 寺 而 证 有 明了 


(=> > 一 2) 一 1 
2 ° 2 -e 


Ë 《iD 把 (3) 式 改写 成 | | ` 
f = (z + ya y), (4) 


XV/2+ty\ (z — y 
| 四 2 )( 2 小 E 
由 于 21x, 所 以 上 式 左 端 是 一 个 平方 数 , 而 由 O 的 讨论 可 知 
右 端 的 二 个 因数 互 素 ,因此 这 二 个 因数 本 身 一 定 都 是 平方 数 ， 
令 四 


En 


(5) 


则 由 于 x, y, z BEER H a > b 0. HEBERT 
38 (a2, 23) = 1, 因而 《ec 52 = L. 把 (5) 中 的 二 个 式 子 相 
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加 和 相 减 就 分 别 得 到 % = a + bi, y = 2 — b, 再 由 (4) 和 
(5) E] e = (2 + y)(z — y) = 442252, 因而 x = 2a5, 又 由 
于 zx 是 奇数 ， 而 * = 4 十 52, 所 以 “和 2 中 必定 有 一 个 是 奇 
数 , 另 一 个 是 偶数 ， 于是。 二 b 是 奇数 ， 所 以 21CÇa + 5), 因 
此 < 和 “2 满足 题 中 提出 的 所 有 条 件 . 
10. 证 : 设 a, ?是 直角 边 长 , > 是 斜 边 的 长 且 z 一 x = 1. 
由 勾 股 定理 可 知 | 
2 + 2 = 2, (6) 
HT z — z = 1, 所 以 (x, z) = 1. E Ei (6) X É # (x, 
y) = 1， 按 本 章 的 讨论 可 知 满足 (6) 的 解 和 ? 必定 有 一 个 
是 奇数 , 另 一 个 是 个 数 ， 而 > 是 奇数 .由 于 z — z = 1, 所 以 
x 必 为 偶数 ， 即 21x, 因此 (6) 的 解 满足 定理 2 的 所 有 条 件 ， 
由 定理 2 得 到 三 个 边 长 的 公式 可 表示 成 
x = 2ab, y= mb, sx = at + (7) 
这 里 a 和 2 是 正 整 数 , a > b, (a, b) = 1, 2f Ca + b). AF 
z— x= 1, H (7) 4823 a? + bP — 2a6 = 1, RA (a — bY 
=], 因 4 >>b， 于 是 a 一 5 一 1, 即 4 一 1 十 5b， 把 它 代 入 
(7) 式 ,得 到 边 长 公式 为 过 
x = 2ab = 2(1 + b)b = 202 + 2b, 
y = a2 — bP = (1 +b} — P = 25 + 1. 
z = a? + b = (1 + b): + b: = 252 + 25 + 1, 
其 中 2 是 任意 正 整 数 . 
11. 证 ; 将 方程 两 边 平方 得 到 
gí == (xt — 4y)? 
= x? — Bry -+ 167° 
= (x° + xi + 1638) — l6xty* 
= (at + 4y} — (2xyy Ë 
Bp (22y) + z* == (x + 4y P. 
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由 此 可 以 看 到 : 如果 xo, yos z EJ FE zt — 4y% = = WJ — + 
ERKE, JBR 220o Zos x + 4y MENE x -- y! Il 
正 整 数 解 ， 从 引 理 3 的 证 明 中 已 经 知道 x** 十 yt = =° Wk 1E 
整数 解 ; 所 以 太一 4 外 一 时 不 可 能 有 正 整数 解 。 
第 四 章 
1, 解 ， 从 “ 八 一 "到 国庆 共有 61 天 ,由 于 
61. =5 (mod7), 
及 “ 八 一 "是 星期 二 ,所 以 国庆 是 星期 日 。 
2. 
G) 解 : 由 于 
4568 寺 4 十 5 十 6 十 8 三 5 (mod9)， 
7391==7 +3 + 1= 2 (mod9)， 
30746529 ==3 + 7+4 +6 +5 +2= 0 (mod9), 
而 
2X5 和 天 0 (mod9)， 
所 以 原 式 计算 有 错误 . | 
Gi) #: 由 于 < 
2368 =2 +3 + 6-+ 8= 1 (mod9), 
846 三 8 十 4 十 6 三 0 (mod9), 
2003328 三 2 十 3 十 3 十 2 十 8 三 0 (mod9)， 
而 
| | 1X0= 0 (mod9), 
所 以 原 式 计算 有 可 能 是 正确 的 。 
Gü) $: 由 于 
16 = 7 (mod9), 937 二 3 -+7 =1 (mod9), 
1559=1 +5% 5=2 (mod9), 
23373528 三 2 十 3 十 3 十 7 十 3 十 5 十 2 十 8 
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三 6 {mod9), 


而 
7x1x2 关 6 (mod 9}, 
所 以 原 式 计算 是 第 误 的 . 
Gv) #: 由 于 
17 = —1 (mod 9), 
所 以 由 引 理 7 得 到 
171 二 (1) 二 1 (mod9), 


If 
83521= 8+ 3+5+2-+ 1=1 (mod9), 


所 以 原 式 有 可 能 是 正确 的 ， 
Cv) 解 : 此 式 就 是 3748 x 6236 = 23372428， 所 以 仍 可 
用 弃 九 法 验算 . 由 于 
3748 =3+74+44+8=4 (mod9)， 
6236 =6 +2 +3+6=8 (mod9), ` 
23372428 =2 +3 +3 +7+2+4+2+8 


= 4 (mod 9), | 
4 x 8 =: 4 (mod9), . ` 
PAA ERR, E 
: 一 砍 同 余 式 
ax+—b = 0 (modm),a 关 0 (modm) - (1) 
有 解 的 条 件 等 价 村 不 定 方 程 
ax — my = —b | (2) 


有 和 解 。 仿 a = 二 ad, m = m'd, W|](2 , m) = 1. XAU, m) |b, 
故 可 取 6 一 a， (2) 式 就 成 为 

ax— m y = — è, G) 
由 于 (w, m) = 1; 及 第 三 章 引 理 2 可 知 《3) 式 有 解 ， 设 它 
的 解 是 xo yoo PACE Ca, m)]|5 时 有 解 . 又 由 第 三 章 定 
理 1 知 43) 式 的 全 部 整数 解 中 的 xz 可 以 表示 成 
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x = x, + mt, z= 0, +1, +2, +°, 
Hh m = T 因此 (1) 式 的 解 可 以 写成 


r=n tki (mod m), k=0, 1, +», d— 1, 


HF k=0, 1, d — 1i, z + & : AHA m WR 


余 , 所 以 (1) 式 有 2 个 解 。 
4 


(258, 348) = 6, 
而 64131, 所 以 由 引 理 11 知 同 余 式 无 解 . 
Gi) 解 : 由 于 
29 一 9X3 十 2，3 一 2 十 工 


所 以 
1 = 3 — 2 = 3 — (29 — 9 x 3) = 10 x 3 — 29, 
即 
3x 10=1 (mod 29), 
由 原 式 得 到 | 
3 >x 10r = 10 X 10 (mod29), 
所 以 | 


x = 100 = 13 (mod29), 
Gü) 解 : 由 于 | 
111 一 2 X 47 +17, 47 =2 X 17 + 13, 
17 一 13 十 4，13 一 3X4 十 1， 
所 以 
I = 13 — 3 x 4 = 13 — 3 x (17 — 13). 
= 4 X 13 — 3 Xx 17 = 4 x (47 — 2 x 17)—3 Xx 17 
== 4 X 47 — 11 X 17 = 4 x 47 — 11 X (111 
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— 2 X 47) = 26 X 47 — 11 X 111, 


RI 
26 X 47 =1 (mod111). 
由 原 式 
26 X 47z=== 26 X 89 (mod111), 
所 以 


x = 26 X 89 = 94 (mod111), 
Gv) #: 由 于 
(660, 1385) = 5, 而 51595, 所 以 由 习题 3 知 上 式 有 五 
个 解 。 今 先 解 
132x 二 119 (mod 277). 


由 于 
277 = 2 X 132 + 13, 132= 10 X 13 + 2, 
I3= 6 X 2 + 1, 
所 以 
1 = 13 — 6 X 2 = 13 — 6 X (132 — 10 X 13) 
== 61 X 13 — 6 X 132 = 61 x (277 — 2 
x 132) — 6X132 = 61 X 277 — 128 X 132, 
Bl 
—128 X 132 =1 (mod277)., 
HRN 
—128 X 132x = 一 128 X 119 (mod 277), 
所 以 
x= 一 128 X 119=3 (mo4277), 
原 同 余 式 的 五 个 解 是 


x = 3 (mod 1385), 
x = 280 (mod 1385), 
z = 557 (mod 1385), 
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œ = 834 (mod 1385), 
x= 1111 (mod1385). 
5, . 
G): 由 孙子 定理 知道 


77 77 
Mı =Z =11, M,=77=7 
1 7 5 2 11 
由 11M 1 = (mod 7), 得 Mi 一 2， 
由 7M;= 1 (modli), 得 M; = 8, 


所 以 解 为 
xz= 3 >x 112X 2 2 4+52X 728 
= 346 = 38 (mod 772, 
Gi) 解 : 这 里 的 模 两 两 互 素 , 可 用 孙子 定理 。 
b = 2, 0 一 5， b= 4, 
m = 1, mm, jÁ = 7, ms == 5, 
m == m, ° m, ° m, = li X 7 X 5 = 385, 


385 385 
M i= r = 33, M; = — = 55; 


M, = 385 = 77. 

5 
由 
n 353M1i= 1 (mod11), 

(11 x 3 + 2)Mi = 1 (mod11), 

所 以 

2MI= 1 (mod11), 
得 到 

M, = 一 5 

同样 由 


S5M;== 1 (mod7), ËBB6M;= 1 (mod7), 
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M; = —1. 
由 
77M;=1 (mod5), RH 2M:;= 1 (mod5), 
得 
M; = 3, 
由 孙子 定理 得 到 解 为 


x= 2 x 35 X (—5) + 5 x 55 x (—1) 
+ 4 X 77 X 3==- 299 (mod385), 
Gi) 解 : 由 第 二 式 和 第 三 式 可 分 别 得 到 
* 尘 3 (mod5), xr=5 (mod9). `° 
由 第 一 式 与 上 二 式 组 成 方程 组 就 可 用 孙子 定理 求解 。 
à =1, t=3, . b, = 5, | 


m = 7, mm j= 5, 13 一 9， 
m= m m'm = 7 X 5 X 9 = 315, 
M =Š = 85, M, — 35 = 63, M. = 552 = 35, 
H 45M:,=1 (mod7), 得 Mi 二 —2, 
H 63M,=1 (mod5), # M; = 2, 
由 35M1= 1 (mod9), 得 Mi 二 一 1. 
所 以 


z =: 1 X 45 X (—2) -- 3 X 63 Xx 2 
+5 X35 x (—1)= 113 (mod315). 
6. 
G) 解 : 设 本 数 为 x, 则 按 题 意 有 
z= 1 (mod7), 
x= 2 (mod8)， 
x= 4 (mod9), 
这 里 b =l, 056 ==2, b= 4, 


mı == 7; mM, = 8, Mı = 9, `. 
m = 7 X 8 X 9 = 504, 


M, = 504 2 M,= 34 63, M, = 25 — 56. 
7 8 9 
由 72Mi= 1 (mod7), 得 Mi 一 4. 
由 63M;= 1 (mod8), #8 M; = —1. 
H 56M; 二 1 (mod9), 得 Mi 一 一 4 
所 以 


£# = ] X 72 X 4 + 2 X 63 X (—1) +4 x 56 
X (—4) = —734 = 274 (mod 504). 
Gi) 解 : 设 本 数 为 z, 按 题 意 有 
x=] (mod2)， 
2 (mod5), 
3 (mod7), ` 
x=5 (mod9), 
这 里 b = 1, b,=2, b,= 3, b= 5, 


m = 2, m =5; m=7, m =9, 


a ' 
III 


m = m, ° m; * ms m = 2 X 5 X 7 X 9 = 630, 
M, = 530 _ 315, M, = 30 126, 
o 2 | 5 
M, = Š29 = 90, .M, = -70, 
7 9 
由 315M' 汪 1 (mod2), # M: = 1. 
H 1265M, =1 (mod5), 得 MI 一 1 
H 90M, =1 (mnod7), 得 MI 一 -一 1 ` 
由 70M’; 三 1 (mod9), Mi =A 


x = 315 + 2.x 126 + 3 X 90 x (—1) + 5 
X 70 x 4 = 1697 = 437 (mod6302. 
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Gi) 88: 设 本 数 为 z, 按 题 意 有 
x=3 (mod11), 
! =. 2 (mod72), 
z= 1 (mod13), 


这 里 bi = 3, b = 2, b = 1, 
m = 11, m i= 72, m = 13, 
m = m, * m, m = 11 X 72 X 13 = 10296, 
M, = 10296 L 936, M, = 10296 Z 143, 
11 72 
M = 10296 ~ 792, 
13 - 
由 9386M1=Z 1 (mod11), 8 Mi = 1. 
由 143M; 三 1 (mod72), 8 M;= —1, 
H 792M;= 1 (mod13), 得 Mi 一 一 1， 
所 以 


z == 3 X 936 + 2 X 143 X (—1) + 1 X 792 

x (—1) = 1730 (mod10296), 

7. 证 : 由 < = aGmod[mi,m,y) 可 知 
{ms mì | (z — a). 
而 mil {ms mY, m! {ms m), MAASAR 2 A 
即 m. | (x a), m,|(= a), 
x= a (modm), x= q (modm,). 

这 就 证 明了 ra Cnod{miojj) 是 同 余 式 组 r=a (mod m), 
x 三 a (mod 1m;) 的 解 ， 

反之 , 设 zx 是 满足 x 三 4 (mod m), x= a (mod mpi 
闽 数 , 则 由 同 余 的 定义 知 ，。 | 
mi (xu — a), m,| (ro — a), 


Akt 9 RI {mis ma} | (xo — a), PD 
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x == a (mod {m m} ). l 
所 以 x= a (mod{m1,m2}) 是 同 余 式 组 r= a (modam), 
c= a (mom) 的 全 部 解 。 
8. 
KOE E DAPA (4) 
由 (4) 式 知 
x = b, + mbs 
x = b, + mta. 
这 里 4, h 是 整数 , (4) 式 有 解 就 是 存在 整数 t, z 使 得 
b, + mt = b, + mh 


RE ml — mh = D, — ba. 
令 m, == md, m, = md, WI (mi, mz) = 1, 又 设 
c 一 b, 一 ba 
d 
上 式 就 成 


mi 一 min 一 e, 
x4 4|(0, 一 5) RF, c 是 整数 ,又 《mis m) 一 1。 由 第 三 章 引 
理 2 知 上 式 有 解 ,因此 (4) RE |G 一 2) GAR. F z JE 
满足 (4) 式 的 一 个 整数 , 则  . 
zm = 5, (modm), z = b, (mod m3), 
所 以 同 余 式 组 (4) 与 同 余 式 组 
g = x, (modni) 
xr = x, (mod zm,) 
的 解 完 全 相同 。 由 习题 7 知 上 同 余 式 组 的 全 部 解 是 
x = xo (mod {mi, m}). | 
因而 (4) 式 的 全 部 解 是 


x = xo (mod {m m3} ), 
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tE: 此 题 的 结果 可 以 推广 到 多 个 同 余 式 的 情形 ， 即 同 余 
式 组 | | 
x = b; (mod m;), i = 1, 2, e, k. 
在 (mis m;)| (Bi 一 bi), i, j= 1, 2, 有 时 必定 有 解 . Æ 
z 是 满足 上 同 余 式 组 的 一 个 整数 , 则 它 的 全 部 解 是 
x = x, (mod {m1, ma, >*t MY). 
Gi: $ r= b; (modmi), i= 1,2, Rk (5) 
| x= b; (modz;), ¿= 1.2,: Ë (6) 
由 G) HAARAA (5) 的 全 部 解 是 
x = xo (mod (zi。，zz2， 7044)。 
这 里 ro 是 满足 G) 式 的 一 个 整数 ,所 以 有 
x = b; (modm;), ¿= 1, 2, ``, k. 
T mlm, 因此 有 
xo = b; Cmod#;), ¿= 1, 2, '.,Ř, 
即 xo 也 是 满足 (6) 式 的 一 个 整数 ， 由 G) 可知 (6) 式 的 全 部 
解 是 
x = xo (mod {n, n;, ***, ni). 
由 于 (n;, n °, n.) = {ms Ma ttes mk), 所 以 同 余 式 组 
CGS) 和 (6) 的 解 完 全 相同 . | | 
E: O 指出 了 当 模 不 两 两 互 素 时 ， 如 何 判 断 同 余 式 组 
(5) ERA. Gi) 指明 了 在 (5) 式 有 解 的 情况 下 可 以 化 为 
对 《6) 式 的 求解 。 而 同 余 式 组 (6) 的 模 是 两 两 互 素 的 , 可 以 
用 孙子 定理 求解 。 因 此 本 题解 决 了 模 不 两 两 互 素 时 同 余 式 组 
的 求解 问题 。 
9, 
G) 解 ， 由 于 (7.9) = 1, (7, 153 = 1, (9, 15) = 3,11 
一 5 一 6, 而 31(11 — 5), 由 习题 8(isii) 知 同 余 式 组 有 解 且 
t 
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x= 2 (mod7) 
x= 5 (mod 9) 
x= 11= 1 (mod5) 
有 相同 的 解 . 用 孙子 定理 解 上 式 
b = 2, 5,= 5, bh =l, 
m = 7, m= 9, m, = 5, 


m = m m,’ m = 7 X 9 X 5 = 315, 


M, = 312 = 45, M = 31 = 35, M; = Í ~ 63. 
7 9 5 | 
由 45M1 =1 (mod7), 得 Mi 一 一 2. 
由 | 35M; = (mod 9), 得 M; = —1. 
FH 63M; = 1 (mod5), #Ë M; = 2. 
所 以 解 为 
+ 三 2 X 45 X (—2) + 5 X 35 X (—1) + 1 X 63 


X 2 = —229 = 86 (mod315), 
Gi) 解 : 设 总 数 是 x, 按 题 意 有 
x= 0 (mod 5), 
Ë = 10 (mod715), 
l x= 140 (mod247), 
| x = 245 (mod391), 
z= 109 (mod187), 
先 检验 是 否 有 解 .由 于 715 = 5 x 11 x 13, 247 = 13 x 19; 
39] = 17 X 23，187 =11 X 17， 所 以 G,715)= 5, im 
51(10 一 0); (715, 247) = 13, 而 131(140 一 10); (715, 187) 
= 11, I 11|(109 — 10); (391, 187) 一 17, 而 17|(245 一 
109); 因此 由 习题 8 G) 知 同 余 式 组 有 解 ， 由 习题 8 Gi) 适当 
选择 模 , 使 原 同 余 式 组 与 下 面 的 同 余 式 组 有 相同 的 解 
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=: 0 (mod5), 
10 (modii x 13), 
x= 140 = 7 (mod19)， 
| x = 245 = 15 {mod 23), 
x= 109= 7 (mod 17). 
上 同 余 式 组 的 模 两 两 互 素 ,可 用 孙子 定理 求解 . 
b = 0, 5,= 10. Pb = 7, b,=15, 2 一 7， 
m = 5, m= ll X 13, m= 19, m= 23, 
ms = 17, m = 5 X 11 X 13 X 19 X 23 X 17 


* 
| 


ur 
I 


= 5311735, 
M, = 2311735 _ 1062347, 
M, = 2311733 一 37145, 
ll x 13 
M, = 2311735 一 279565, 
| 19 
M, = 3311735 _ 230945, 
23 
M = 2311735 a 312455. 
17 
H 1062347M; = 2M i=: 1 (mod5), 得 Mi 一 3. 
由 37145M = 108M;= 1 (modll x 13) 
X. 11 X 13 = 143 
因为 
143 = 108 + 35, 108 = 3 X 35 + 3, 
35=]11x 3+2, 3=2+l1, 
所 以 


l = 3 — 2 = 3 — (35 — 11 x 3) =12 x 3— 35 ` 
= 12 X (108 — 3 x 35) — 35 
== 12 X 108 — 37 X 35 
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= 12 X 108 — 37 X (143 — 108) 
== 49 X 108 — 37 X 143, 


Ë 

i 108 xX 49=1 (mod143), 得 M; = 49, 

H 279565M; = 18M; = 1 (mod19), 48 M; = —1. 
由 230945M1 = 2M1I= 1 (mod23), 得 M = —11. 
由 312455M; = 12MIE1 (mod17), 得 M; = —7. 
最 后 得 出 解 是 


z = 10 X 37145 X 49 + 7 X 279565 X (—1) 
+ 15 X 230945 X (—11) + 7 x 312455 
x (一 7 = 18201050 一 1956955 一 38105925 
— 15310295 = 一 37172125 
= 10020 (mod5311735), 
答 : 总 数 最 小 为 10020， 
10. 解 : IH. CAREA z 公里 ， 第 二 只 轮船 18 小 时 


走 的 距离 是 240 x >: = 180 公里 ,第 三 只 轮船 8 小 时 走 的 距 


离 是 180 x 2 一 60 公里 ， 按 题 意 有 


+ 二 0 (mod300), 
z = 180 (mod 240), 


HF x = 60 (mod180), 


(300, 240) = 60, Ti 60|(180 — 0); 
(300, 180) = 60, 而 60} (60 — 0); 
(240, 180) = 60, ig 60|(180 — 60); 
所 以 同 余 式 组 有 解 ， 
300 = 22 x 3 X 52, 
240=2 X 3X5, 
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180 = 2: x 32 X 5, 
RURAR #B, 5 
x= 0 (mod 52) 


yr = 180 = 4 (mod 21) 
x == 60 = 6 (mod 32) 
有 相同 的 解 用 孙子 定理 求解 . 此 处 
b =0, b,=4, ` b, = 6, 
mi == 52, nma 一 21, m = 32, 


m = 52 X 2t X 3' = 3600,. 


- p ñ 


H 144M1== 1 (mod52), BI I9M1 == 1 (mod5?), 得 Mi = 4, 
由 225M3 = = 1 (mod 25,R M; = 1 (mod 2+), 得 M; = ] 
H 40014; = Í (mod 32), hF! 4M3 1 (mod 9), 得 M: 一 一 2 
所 以 


I 


¿= 4 x 225 X 1 + 6 X 400 X (—2) 
= 一 3900 = 3300 ` (mod 3600), 
由 于 甲乙 两 港 距离 不 超过 5000 公里 ， 所 以 实际 距离 为 3300 


公里 . 
义 

3300 _ 11 
300 
3300 _ 1318 
240 24 
3300 ig. 
180 18 


， 甲 , 乙 两 港 相距 3300 公里 .第 一 只 轮船 走 11 天 ,第 
一 只 轮船 直 13 天 18 小 时 ,第 三 只 轮船 走 18 天 8 小时， 
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